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Buda Mihály: Játékelmélet

Alapfogalmak
· A Játék a játékosok lehetséges viselkedését és lényeges körülményeket meghatározó szabálysor által leírt folyamat.

· A játék teljes információs, amennyiben a résztvevők birtokolják az összes vonatkozó adatot (szabályok, lehetséges választások, eddigi események), és a játék véges. 

· A stratégia a szabályokat alkalmazó, az ellenfél érzékelt hibáit felhasználó - győzelemre, de minimum döntetlenre segítő módszer. 

· Zéró összegű az a játék, amelyben a játékosok csak egymás kárára növelhetik nyereségüket. 

· Nem zéró összegû játszma az, mikor a két fél nemcsak egymástól, hanem egymással együttmûködve valamilyen külsõ forrásból is nyerhet. 

· Egy játék lehet két-, vagy többszemélyes. 

· Kooperatív a játék akkor, ha a játékosok között kialakul az együttműködés. 

· Nem kooperatív játék esetén a játékosok versengenek egymással. 

· A Nash-egyensúly az összes játékos összes stratégiájának olyan együttesét jelenti, amelyben egyik játékosnak sem származik előnye abból, ha stratégiáján változtat, amíg a többi játékos azonos módon játszik tovább.

· Minden Nash-egyensúlyi állapot Pareto hatékony, de nem minden Pareto hatékony állapot felel meg a Nash-egyensúlynak.

· Pareto-hatékony az az állapot, ahonnan az egyik játékos sem tud úgy javitani a helyzetén, hogy a többiek helyzetét ne rontsa.

Megállapítások

Valamennyi kétszemélyes zéró összegű játékban létezik mindkét fél számára optimális stratégia, mégpedig az egyéni tiszta stratégiák tervezetten véletlen keveréke.

Ésszerű feltételezni, hogy minden játékos a lehető legnagyobb nyereség elérésére, és a veszteség kockázatának minimalizálására törekszik.

Minden véges játék legalább egy egyensúllyal rendelkezik. (Ezt az eredményt John Nash bizonyította be az 1950-es években.)

Feldolgozott játékhelyzetek

Kétszemélyes, kétválasztásos szimmetrikus játékok

A kétszemélyes, kétlépéses (mindkét játékosnak csupán két lépéslehetősége van) játékoknak 78 fajtája létezik. Célunk, hogy a játékosok döntéslehetőségeit elemezzük s megtaláljuk a lehetséges legoptimálisabb megoldást. Mivel mindkét játékos kétféleképpen dönthet, négy lehetséges kimenetele van a játékoknak, ezek mindegyike pedig a két játékos számára eltérő értékű. Ez tehát azt jelenti, hogy át kell tekinteni az összes olyan táblázatot, amelyben az 1, 2, 3, 4 számok különféle kombinációkban helyezkednek el az egyik, illetve a másik játékos számára leosztva. A 78, egymástól lényegesen különbözô táblázat vizsgálatából kiderült, hogy közülük 12-ben a két játékos szimmetrikus helyzetben van. Ezek közül pedig négy tekinthető csapdahelyzetnek. Nem csapda típusú játékra példa:

· (1. játékos - 1. stratégia, 2. játékos - 1. stratégia) = 4,4 

· (1. játékos - 1. stratégia, 2. játékos - 2. stratégia) = 3,2 

· (1. játékos - 2. stratégia, 2. játékos - 1. stratégia) = 2,3 

· (1. játékos - 2. stratégia, 2. játékos - 2. stratégia) = 1,1 

Ebben a játékban nyilvánvaló, hogy mindkét játékosnak csakis az 1. stratégiát érdemes választania, a másikkal mindenképpen rosszabbul jár. Ezzel automatikusan, konfliktusmentesen el is érik a közös optimumot, csapdáról szó sincs. A kétszemélyes, kétválasztásos, szimmetrikus játékoknak négy csapdatípusa a Fogolydilemma, Nemek harca, Vezérürü és a Gyáva nyúl fantázianevű játékok. A játszmák nevüket azokról a (ma már klasszikusnak számitó) példákról kapták, amelyeken keresztül a legtalálóbban lehet őket bemutatni. Azoknak a kétszemélyes játszmáknak, ahol a játékosoknak már fejenként három választási lehetőségük van, sokkal több, közel kétmilliárd változata van. Ezek csapdahelyzeteit senki nem térképezte még fel, mivel nagyon valószínű, hogy megegyeznek a négy alapjátékéval. Az alapvető csapdamechanizmusokat ez a négy játék megmutatja - a tényleges, életbeli konfliktusok általában e négy alaptípus bonyolult, kusza kombinációiból épülnek fel.

Fogolydilemma

Fő cikk: Fogolydilemma 

· Alaphelyzet: van két fogoly; ha az egyik vall, de a másik nem, akkor a vallomást tevő elmehet, míg a másik 10 évet kap; ha egyik sem vall, akkor 6-6 hónapot kapnak, ha mindketten, akkor 6-6 évet. 

· Ez nem zéró összegű játék. 

· A nehézség: a játék "megoldása", a domináns stratégiák melletti egyensúly az, hogy mindketten valljanak. Bármit is tesz a másik, a játékos jobban jár, ha vall. Mégis mindketten jobban járnának, ha egyikük sem vallana. 

· A fogolydilemma jelentőségét e paradox tulajdonsága adja, vagyis hogy az egyensúly paretói értelemben rossz eredményt idéz elő. E tulajdonsága miatt a "láthatatlan kéz" ellenpontjának tekinthető. Itt ugyanis az önérdek követése nem segíti elő a közérdeket. 

Nemek harca

· Alaphelyzet: egy fiatal pár reggel összeveszik az esti programon: focimeccs vagy színház. Reggel nincs idő a megbeszélésre, este későn végeznek a munkájukkal, és ekkor kell dönteni ki hova menjen. A felek preferenciái: elsősorban együtt tölteni az estét, másodsorban az általa kedvelt helyen. 

· Ez nem zéró összegű játék. 

· A játéknak két egyensúlya van tiszta stratégiákkal (mindketten színházba mennek, illetve mindketten focimeccsre mennek). Létezik egy harmadik egyensúly is kevert stratégiákkal. 

Vezérürü

· Alaphelyzet: két szuperjólnevelt ember egymást tessékeli előre az ajtóban. 

· A nehézség: ha mindketten ragaszkodnak ahhoz, hogy a másik menjen előre, örökre az ajtó előtt ragadnak. Ha az egyikük enged, fennáll a veszélye, hogy emiatt a másik modortalannak tartja majd. 

Gyáva nyúl (chicken run, csibefutam)

· Alaphelyzet: Két kocsi száguld egymás felé, az veszít, aki hamarabb félrekapja a kormányt. 

· A nehézség: Ha egyikük sem kapja félre mindketten meghalnak, de egyik sem tudhatja, hogy a másik mennyit kockáztat még. 

A közlegelő problémája

Fő cikk: A közlegelők tragédiája 
· Alaphelyzet: a falu legelőjének nagy része kiszárad; a gazdák megbeszélik, hogy a maradékra mindenki csak 1 tehenet vihet be. 

· Ezt azonban senki sem tartja be, mert a gazdák egyenként profitálnak abból, ha eggyel több állatot hajtanak ki a legelőre, így a legelő elfogy és minden tehén elpusztul. Ez a klasszikus közjószág-probléma.

Történeti modul 

· 1833:A „közlegelő tragédiája” egy XIX. századi matematikus, Lloyd példája amiről G. Hardin biológus 1968-ban tett közzé egy tanulmányt. 

· 1960: "A matematika egyik legfiatalabb ága.(...)Az elmélet gyakorlati alkalmazásra talált a matematikai statisztikán kívül a modern polgári közgazdaságtanban, ahol a csere egyes , főképpen a piaci alkuval és a versennyel kapcsolatos problémáinak megoldására próbálják felhasználni." 

· 1968: G. Hardin biológus közzé teszi tanulmányát a "közlegelő tragédiáról" 

· 1981:"A játék természeti jelenség, mely kezdettôl irányította a világ folyását: az anyag kialakulását, élô struktúrákká szervezôdését, valamint az ember társadalmi magatartását….Minden játéknak megvannak a szabályai. Ezekkel határolja el magát a külvilágtól, a valóságtól és állítja fel saját értékrendjét." 

· 2002:"Szinte nincs a társadalmi életnek egyetlen olyan területe sem, ahol a fogolydilemma ne jelentkeznék. Irodalma hatalmas. Már 1965-ben komoly monográfia jelent meg róla [Rapoport–Chammah]. A nyolcvanas években versenyt hirdettek számítógépes programok között, melyeknek ismételt fogolydilemma-játékokat kellett egymással játszaniuk a bajnoki címért, ami a legnagyobb pontszámot elérő programnak jutott [Axelrod]. Az ismételt játék abban különbözik az egylépésestől, hogy itt mód nyílik az ellenfél előző lépéseit az ismételt játék során figyelembe venni és azokra reagálni. A verseny nyomán világossá vált, hogy sikert csak akkor érhetünk el, ha eltérünk a racionalitástól. A versenyek iránti nagy érdeklődést mutatja, hogy az eredményesnél eredményesebb kétszemélyes dilemma-algoritmusok még ma is egymást követik [Hoffmann]. 

· 2003:"A bizonytalansági helyzetekben hozható logikai választásokat vizsgáló döntéselmélet egyik legfontosabb, legizgalmasabb részterülete az elsősorban Neumann János nevével fémjelzett, mind gyakrabban alkalmazott játékelmélet (game theory)." 

· 2005: "Közgazdasági Nobel-díj a játékelmélet fejlesztéséért.Thomas Schelling amerikai és Robert Aumann izraeli tudós nyerte el az idei közgazdasági Nobel-díjat" 

· 2005:"A játékelmélet a matematika egyik, interdiszciplináris jellegű (tudományágak közé egyértelműen nehezen besorolható, leginkább talán a kombinatorika részeként tárgyalható) ága, mely azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy mi a racionális (ésszerű) viselkedés olyan helyzetekben, ahol minden résztvevő döntéseinek eredményét befolyásolja a többiek lehetséges választása, vagyis a játékelmélet a stratégiai problémák elmélete." 

· 2005:"Az algoritmusok gyakorlati alkalmazásának egy területe a játékelmélet (aminek és a mesterséges intelligencia kutatásának vannak átfedései)."

·  2005:"A különböző játékelméleti modelleket nagyon sok szempont szerint lehet osztályozni. A játékosok száma szerint (kettő, véges, végtelen), a játékosok számára rendelkezésre álló lehetőségek száma (véges, végtelen), a szembenállás foka (antagonisztikus, nem antagonisztikus), a megengedett kooperáció foka (kooperatív, nem kooperatív), a játék információs struktúrája (teljes, nem teljes, tökéletes, nem tökéletes), az idő szerepe (statikus, dinamikus), a véletlen szerepe (determinisztikus, sztochasztikus), a matematikai megfogalmazás specialitása (normál forma, extenzív forma, karakterisztikus függvény forma) szerint. "Különböző játékelméleti modellek: Gyáva nyúl játék, Vezérürü játék, a Fogolydilemma, és a Nemek harca."

· 2005:"Minden pályázati és monitoring rendszer esetében érdemes előzetes vizsgálatokat végezni arra vonatkozóan, hogy a megadott szabályok alapján elvárható-e az érintettektől a szabályok értelemszerű követése, vagy sokkal inkább egy torzult, az eredeti szándékot úm. "kicselezni" akaró magatartást vált ki a szabályrendszer az érintettekből. 

Döbrei Gábor: 

Gerolamo Cardano –
A babona és a tudomány határán
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Gerolamo Cardano, ismert nevei Jerome Cardan, Girolamo Cardan, Hieronimo Cardano. 1501. szeptember 24. - én, a Milánói Hercegségben született Fazio Cardano és Chiara Micheria törvénytelen gyermekeként. Édesapja ügyvéd volt, de matematikával is foglalkozott, Leonardo da Vincivel állandó kapcsolatban állt. Az ötvenes éveiben járó Fazio, találkozott a nálánál húsz évvel fiatalabb, háromgyermekes Chiarával. A hercegi udvar nem nézte jó szemmel kapcsolatukat, ezért Paviába menekültek, Fazio barátaihoz.
1576 - ban, Rómában halt meg.

Cardano a manierista tudós-kép legtökéletesebb megtestesítője: minden érdekelte a világon; foglalkozott matematikával, botanikával, természetfilozófiával, orvostudománnyal és még számtalan tudományággal. Túlzás nélkül állíthatjuk, hogy mindegyikhez hozzá tudott járulni egy új felfedezéssel vagy legalább egy olyan tézissel, mely nagy gondolkodókat indított el felfedezéseik felé.
Nagyszerű találmányai ellenére (a speciális felfüggesztés V. Károly császár hintójához és a kardántengely) Cardano tudósi hírnevét minduntalan megtépázták kortársai, illetve későbbi olvasói, bírálói. Cardano életében, tudományos tevékenységében annyira fontos – ha nem fontosabb – szerepet játszottak az úgynevezett okkult művészetek, jóstudományok. Az Európa-szerte ismert orvos és matematikus ugyanis szenvedélyes álomfejtő, elismert és keresett asztrológus, valamint metoposzkópus (a homlok vonalaiból jósló), fiziognómus (az arcismerettan tudósa) és tenyérjós is volt.


Alapfokú ismereteit tudós apja társaságában sajátította el, apja mellett dolgozott. Akadémiai karriert szeretett volna. Felvették a Pavia Egyetemre, ahol, apja akarata ellenére nem ügyvédnek, hanem orvosnak tanult. Nem sokkal ezután édesapja meghalt. Annak ellenére, hogy Cardanot túlzott őszintesége és kritikussága miatt nem szerették, rektorrá választották.
Apjától örökölte játékszenvedélyét. Mivel tisztában volt a valószínűség fogalmával, általában gazdagabban tért haza, mint, ahogy elindult.

1525-ben megszerezte az orvosi doktorátusát, azonban törvénytelen származására hivatkozva a Milánói Orvosi Kamara többször is elutasította felvételi kérelmét, így hivatalosan nem folytathatott praxist a városban. Vidéken azonban sok tapasztalatot szerzett szegény betegek kezelésével. A drága alapanyagok hiánya, (például a gyémántpor) talán közelebb vitte egy célravezetőbb, természetközelibb gyógymód kikísérletezéséhez.

Jelentkezett a Fizikusok Kollégiumába Milán városában, ahol édesanyja is élt. Ismerték Cardano nehéz személyiségét ezért ismét törvénytelen születésére hivatkozva visszautasították. Nem túl sikeres praxist alakított ki. 


1531-ben megnősült. Ismét megpróbálkozott a Fizikusok Kollégiumában, de újra elutasították. Nem tudott elég pénzt keresni a családja eltartásához, ezért ismét a szerencsejátékokhoz fordult. Odáig jutott, hogy felesége ékszereit és néhány bútoruk árát is eljátszotta. Szegényházba került.
Később megkapta édesapja korábbi posztját és matematikát oktatott Milánban. Néhány csodálatos gyógyítás hatására tekintélye megnőtt. Hosszas viták után végül a Kollégium is befogadta. Ekkor kezdődött Cardano igazi karrierje, nem csak a matematikában, de az orvostudományban, a csillagászatban, a filozófiában és a teológiában is.

Ekkor kezdett el foglalkozni a harmad- és negyedfokú egyenletek radikálokkal (négy alapművelet és a gyökvonás véges sokszori alkalmazása) való megoldhatóságával. Eredménye ma Cardano képlet néven ismert, mely megoldása az ax3+bx2+cx+d=0 alakú harmadfokú egyenletre. Cardano magától Tartagliától és del Ferro vejétől ismerte meg a képletet. Eredményét fő művében, az Ars Magna c. könyvben publikálta 1545-ben. Cardano és tanítványa, Ludovico Ferrari e műben bizonyítja, hogy alkalmas helyettesítéssel bármely harmadfokú egyenlet valamely Tartaglia - féle alakra hozható.
Matematikafilozófiai vita tárgya, hogy felfedezték-e, vagy feltalálták-e. Ez volt az első eset, hogy az európai matematika jelentősen túlhaladta az ókori arab algebra eredményeit. Bár régóta, több kultúrkörben ismertek voltak iterációs eljárások (melyekkel bármely (egész) fokszámú egyenletnek egy gyöke meghatározható) a másodfokú egyenlet megoldása pedig több évezredes volt, Luca Pacioli 1494-ben megjelent könyvében még lehetetlennek tartotta a következő típusú egyenletek megoldását:
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A XV. szd - i Itáliában még nem fogadták el „igazi” számnak a negatív számokat, az egyenleteket mindig pozitív együtthatókkal írták föl, a gyököket is csak a pozitív számok közt keresték. (még a másodfokú egyenleteknek is öt típusát különböztették meg, s megoldásait is külön tárgyalták) Éppen a harmadfokú egyenlet megoldása közben felmerült kérdések vezettek a számfogalom erőteljes kiszélesítéséhez.

Az első eredményt Scipione del Ferro érte el: megoldotta az
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egyenletet. 

Tartaglia (Niccolo Fontana) 1535-ben megoldotta ugyanezt, továbbá az
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alakút is, az
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–re kijelentette, hogy ugyanúgy kell eljárni, mint az előzőnél.
Cardano munkájának jelentősége óriási, hisz a harmadfokú egyenlet problematikája kiteljesítette a számfogalmat, felvetette, s definiálta a komplex számokat, közvetve hatott a test- és csoportelmélet, a hiperkomplex számok, a kvaterniók, a komplex függvénytan megszületésére!
Az általános harmadfokú egyenlet nullára rendezett alakja:
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               (1)
Bár fölírható erre is a megoldóképlet, az áttekinthetőség érdekében célszerű [image: image9.png]


-val osztani:
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Ezt átírhatjuk ilyen alakba:
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Végezzük el a következő behelyettesítéseket:
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Így kapjuk meg a következő egyenletet:
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               (2)
Erre a viszonylag egyszerű, és áttekinthető képlet:
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               (3)
(Cardano - vagy Tartaglia - képlet)

Írjuk föl az ismeretlent két tag összegeként:
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Ebből:
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Átrendezve:
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Ezt (2) - vel összevetve a tényezők egyenlőségéből következik:
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A két egyenletből u-t kiküszöbölve kapjuk:
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Ez egy másodfokú egyenlet, aminek két gyöke u3 és v3, hiszen v-t kiküszöbölve is ugyanezt az egyenletet kapjuk u-ra. Tehát
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És mivel a kettőt nem különböztetjük meg, nyugodtan vehetjük, hogy:
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(Ezt a másodfokú egyenletet a harmadfokú egyenlet rezolvensének (megoldó egyenletének) nevezik. (A negyedfokú egyenlet rezolvense egy harmadfokú egyenlet.))
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,
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Vezető, elismert tudóssá vált és a Fizikusok Kollégiuma rektorrá avatta. A St. Andrews-i püspök Skóciában hosszú betegeskedés után közel állt a halálhoz, mikor a királyi udvar fizikusai Cardanoért küldettek és nagy összeget ajánlottak fel, ha odautazik. Cardano élt a lehetőséggel, s a püspök megmenekült. Állandó helyet ajánlottak neki, de visszautazott Paviába.

Gyermekei miatt igen sanyarú öregkora volt. Legidősebb fiának feleségének egyedüli célja a Cardano - vagyon megszerzése volt. Ennek elkerülésére fia, Giambatista megmérgezte feleségét. Később bevallotta tettét, amiért halálra ítélték és felakasztották.

Középső gyermeke, kisebbik fia is örökölte a játékszenvedélyt és hatalmas összegeket vesztett. Egy idő múlva már apja házába is képes volt betörni, amiért Cardano feljelentette, fiát száműzték.

Egyetlen lánya, a legfiatalabb gyermeke, prostituáltkén, szifiliszben halt meg.

1570 - ben, hat évvel öngyilkossága előtt, maga Cardano is börtönbe került eretnekség vádjával, mert elkészítette Krisztus horoszkópját. Mivel más ügyekben támogatta az egyházat, nem büntették meg súlyosan. Felismerték, hogy egyetlen célja a hírnévszerzés volt.

1576 - ben, Rómában halt meg. Megjósolta saját halálát, és „felkészülvén” a napra, már két héttel azelőtt nem evett semmit. Éhhalált halt.

Forrás: wikipedia.hu, google.co.hu,

Bobory Dóra: Gerolamo Cardano:
a mágia tudósa, a tudomány mágusa című tanulmánya alapján
Hiperkocka
A többdimenziós tér

A körülöttünk lévő világ 3 dimenziós (3D) térben létezik. 3 merőleges irány van: balra-jobbra, előre-hátra, fel-le. Az összes többi irány csupán ezeknek az elemi irányoknak az összetétele. Ez a három irány matematikailag három koordinátatengelynek felel meg, melyeket hagyományosan X-nek, Y-nak és Z-nek nevezünk.
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Az ábra nyilai azt jelölik, mely irányokat neveznek számszerűen pozitívnak, és melyeket negatívnak. Megállapodás szerint a jobb oldali a pozitív X, a bal oldali a negatív X, az előre a pozitív Y, a hátra a negatív Y, a föl a pozitív Z, a le pedig a negatív Z. Ezekre az irányokra rendre +X, −X, +Y, −Y, +Z és −Z néven fogunk utalni. Azt a pontot, ahol a koordinátatengelyek találkoznak, origónak hívjuk.

Tudomásunk szerint az általunk lakott tér ebből a három dimenzióból áll, és nem többől. Talán úgy gondoljuk, hogy a térnek 3 dimenziósnak kell lennie, és ez nem is lehet másként. Fizikailag ez talán igaz, de matematikailag semmi különös vonása nincs a 3-as számnak, amitől a térnek csakis ennyi dimenziója lehetne. 3-nál kevesebb dimenzió is lehetséges: az 1D-s tér például csak egy egyenes vonalból áll, amely mindkét végén a végtelenbe nyúlik; a 2D-s tér pedig egy lapos síkból áll, amely széltében és hosszában terjed ki korlátlanul. A geometriában azonban semmi sem határol be minket 3 vagy annál kevesebb számú dimenzióra. Minden további nélkül lehetséges – matematikailag pedig kézenfekvő – 3-nál több térdimenziós geometriával foglalkozni. Ezek közül megvizsgálhatjuk a 4. térdimenziót, ami a világunkban ismert mindhárom kardinális irányra merőleges. Az e 4 dimenzió által meghatározott teret 4 dimenziós térnek vagy röviden 4D-s térnek nevezzük.

A 4D-s világban létezik egy további irányú tengely, ami az X, Y és Z tengelyekre merőleges. Ezt a tengelyt W-nek fogjuk nevezni, az ennek mentén haladó irányt pedig negyedik iránynak. Ennek az új tengelynek is van pozitív és negatív iránya, amelyekre +W-ként és −W-ként fogunk hivatkozni.
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Fontos megértenünk, hogy az itt ábrázolt W tengely mindhárom másik koordinátatengelyre merőleges. Lehet, hogy kíváncsiságból megpróbálnánk W irányba mutatni, ez azonban nem lehetséges, mert a 3 dimenziós térre vagyunk korlátozva.

El lehet-e gondolni a 4D-t?

Egyesek szerint lehetetlen elképzelnünk a 4D-t, mivel be vagyunk határolva a 3D-re, ezáltal nem is tudjuk közvetlenül megtapasztalni. Én azonban azt hiszem, hogy igenis lehetséges meglehetősen jó fogalmat kialakítanunk magunkban arról, hogy milyen. A megoldás abban rejlik, hogy N dimenzió látásához az embernek csak (N−1) dimenziós retinára van szüksége.

Noha 3D-s világban élő, 3D-s élőlények vagyunk, szemünk valójában csak 2D-ben lát. Retinánknak csak 2D-s felszíne van, amellyel a szembe érkező fényt érzékelni tudja. Szemünk valójában nem 3D-t lát, csak az általunk ismert 3D-s világnak egy 2D-s vetületét.
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Ennek ellenére könnyedén képesek vagyunk a 3D fogalmát megérteni. Agyunknak semmi gondot nem okoz a retinánk által látott 2D-s képekből rekonstruálni a körülöttünk lévő világ 3D-s modelljét. A 2D-s képeken lévő közvetett információk révén képes erre, mint például a fény-árnyék viszonyok és a rövidülés, valamint korábbi tapasztalataink alapján. Még ha retinánk valójában nem is lát 3D-s mélységet, ösztönösen következtetünk rá. Igen jó intuitív benyomásunk van arról, mi az a 3D, olyannyira, hogy rendszerint nem is vagyunk cseppet sem tudatában, hogy csak 2D-ben látunk.
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Egy elképzelt 4D-s lénynek hasonlóképpen 3D-s retinája lenne, a 4D-s világot pedig 3D-s vetületként látná.

Nem látná közvetlenül a negyedik dimenziót, de közvetett információkból, például a fény-árnyék viszonyokból, a rövidülésből és korábbi tapasztalataiból következtetne rá.

Itt abban rejlik a megoldás, hogy a 4D-s lény a retináján 3 dimenziós, nem pedig 4 dimenziós képet lát. Csupán következtet a 4. dimenzióra. De mivel a 3D-ről nekünk is jó intuitív fogalmaink vannak, korántsem olyan nehéz megértenünk, mit lát egy 4D-s lény a retináján. Ekkor pedig már csak azt kell megtudnunk, hogyan következtethetünk a 4D-s mélységre.

Az anyag hátralevő része részletesen leírja a 4D megjelenítésének alapelveit, és számos példával szolgál 4D-s objektumokra. A kérdést tisztán geometriailag fogjuk megközelíteni, és mind a 4 dimenziót térbeli dimenzióként fogjuk kezelni.

A dimenziós analógia

A 4D vagy általában a magasabb számú dimenziók felfedezésének igen hasznos eszköze a dimenziós analógia. Dimenziós analógiának azt az eljárást hívják, amikor megvizsgáljuk, hogyan viszonyul egy, a miénknél alacsonyabb dimenzióban lévő geometriai jelenség a mi dimenziónkban lévő, neki megfelelő geometriai jelenséghez, majd ugyanezt az elvet alkalmazva viszonyítjuk a mi dimenziónkat egy magasabb számú dimenzióhoz.

A tárgyak határai
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Kezdjük a legegyszerűbb alapoknál: az 1D-s világban. Az 1D-s világ olyan, mint egy zsinór. Csak egy tengely mentén mozoghatunk: az X tengely mentén. Minden tárgynak csak egyetlen dimenziója lehet: hosszúsága, mivel nincs több dimenzió, ahol a szélességnek vagy magasságnak helye lenne. 1D-ben csupán kétféle tárgy fordulhat elő: a pont, ami 0D-s, és a vonal, ami 1D-s.

Ahhoz, hogy egy szakaszt (vonaldarabot) kielégítően meghatározzunk, elegendő megadni a kiindulópontját és a végpontját. Más szóval, egy 1D-s tárgynak a határai pontokból állnak, amelyek 0D-sek.

Lépjünk most át a következő dimenzióba: a 2D-be. A 2D-s világ sík, mint egy papír felülete. Ez a világ sokkal érdekesebb, mint az 1D-s világ, mivel sokkal többféle tárgy lehetséges benne. A pontok és vonalak mellett előfordulhatnak például sokszögek és körök is:
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Mi határolja a sokszöget? Szakaszok határolják, melyek 1D-sek. A körnek is 1D-s határvonala van, noha görbe. A 2D-s tárgyakat tehát 1D-s vonalak és görbék határolják.
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Figyeljük most meg a 3D-s világot. A 3D-s világban lévő tárgyakat nem vonalak vagy görbék, hanem 2D-s felületek határolják. A kockát például 6 négyzet határolja, a golyót pedig gömbfelület. A gömbfelület is 2D-s, mivel bármely pontját kielégítően meg lehet határozni csupán két paraméterrel: a hosszúsággal és a szélességgel.

Egy minta rajzolódik ki előttünk. Az 1D-s tárgyakat 0D-s pontok határolják; a 2D-s tárgyakat 1D-s vonalak (vagy görbék) határolják; a 3D-s tárgyakat pedig 2D-s felületek. Más szóval, az 1D-ben lévő pontok analógok a 2D-ben lévő vonalakkal és görbékkel: ezek alkotják a saját dimenziójukban létező tárgyak határát. A 2D-ben lévő vonalak és görbék ugyanígy analógok a 3D-beli felületekkel. A dimenziós analógia alapján azt látjuk, hogy N dimenzióban a tárgyakat (N−1) dimenziós határok veszik körül.

Ebből arra következtethetünk, hogy 4D-ban a tárgyakat nem pontok, vonalak vagy akár felületek határolják, hanem térfogatok. A dimenziós analógia nélkül ezt aligha ismerhetnénk fel. Amint azt később látni fogjuk, egy 4D-s kockát például 8 kocka határol. Ezeket a határoló térfogatokat hívjuk a 4D-s kocka celláinak.
A látás

A dimenziós analógia egy másik alkalmazását már említettük: egy N dimenziós lény szemében lévő retina dimenzióját. Mi 3D-s lények vagyunk, szemünk viszont csak 2D-ben lát, mert retinánkat fényérzékeny sejtek 2D-s együttese alkotja.

Miért csak 2D-s a retinánk? Bizonyára sokkal jobb lenne, ha 3D-s lenne a retinánk, hogy 3D-s világunk minden részét egyszerre láthassuk, nem?

Ez azért van így, mert ahhoz, hogy bármit is lássunk, a fénynek akadálytalanul el kell jutnia a látott tárgyról a retinánk sejtjeihez. A 2D-s retina azért működhet, mert létezik egy 3. dimenzió, amelyben a fény akadálytalanul eljuthat a tárgyról a retinára. Ha azonban a retinánk 3D-s lenne, semmivel se látnánk többet, mivel a fénynek át kell haladnia a külső felület sejtjein ahhoz, hogy a beljebb lévő sejteket elérje, ami annyit tesz, hogy beljebb lévő sejtek semmi mást nem látnának, csak amit már a kijjebb lévő sejtek is láttak. Mivel 3D-re vagyunk korlátozva, nem áll rendelkezésre egyéb dimenzió, amelyben a fény eljuthatna ezekhez a belsőbb sejtekhez valami saját, különálló útvonalon, amiből további látási információt nyerhetnénk.
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Ebből a dimenziós analógia alapján arra következtethetünk, hogy egy 2D-s lénynek csak 1D-s retinája lehet. Amint a fenti ábra mutatja, ha egy lény 2D-ra van korlátozva, a fénynek nem áll rendelkezésére olyan akadálytalan útvonal, amelyen egy 2D-s tárgyról egy 2D-s retina belső sejtjéhez eljuthat. Mindaz a fény, ami egy belső sejtet elér, már egy külső sejten is áthaladt, így ez a lény semmivel se látna többet 2D-s retinával.

A dimenziós analógia révén arra is következtetni tudunk, hogy 4D-ben már elképzelhető a 3D-s retina, mivel itt már a fénynek rendelkezésére áll egy külön dimenzió, amelyben akadálytalanul eljuthat a látott tárgyról a retina bármely pontjára.

A vetületburkok
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Egy vetített tárgy burka a képének a külső körvonalát jelenti. A 3D-s kocka alábbi képének például hatszögletű burka van:

Egyazon tárgynak többféle burka is lehet: ha például egy kockát szemből nézünk, burka négyzet alakú:
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A kockának sosem lehet három- vagy ötszögletű burka. Ha tudjuk, hogy egy tárgynak milyen burkai lehetnek, az leszűkíti a lehetőségeinket, hogy milyen tárgyról lehet szó.
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Érdemes azonban észben tartanunk, hogy egy tárgy burka valójában csak korlátozott információt nyújt a tárgyról. Nem szabad azt gondolnunk, hogy egy tárgy vetületének burkából egyértelműen azonosíthatnánk magát a tárgyat. Például az oktaédernek is négyzet alakú a burka, ha a csúcsa felől nézzük:
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Ezért ha csak annyit tudunk, hogy egy tárgynak négyzet alakú a burka, abból még nem derül ki, melyik tárgyról van szó. A vetített képnél nem a burok a lényeg, hanem annak belső szerkezete. A belső szerkezet nyújt betekintést a tárgy struktúrájába. Ha például annyit tudunk, hogy a kockának hatszögletű burka van, azzal még önmagában nem sokra megyünk; többet tudunk meg, ha megfigyeljük, hogyan helyezkedik el a kocka három vetített oldala az illető hatszögön belül.

Nézzük meg még egyszer a 3D-s kocka vetületét. A képnek melyik részére esik automatikusan a tekintetünk? A kép középső részére esik, ahol a kocka felénk eső csúcsánál lévő 3 él összefut. Tekintetünk olyan spontán módon erre a központi területre koncentrál, hogy általában észre sem vesszük, hogy a kocka fenti képének hatszögletű a burka! De ha 2D-s lények lennénk, nagyon is másfajta nézőpontunk lenne: először a hatszögletes burokra figyelnénk föl, és hajlamosak lennénk a hatszögletes burkot a kockával azonosítani. Ami azonban igazán figyelemre méltó, az a burok belsejében van.

Mindez talán nyilvánvalónak tűnik, ám nagyon fontos észben tartanunk ezeket, amikor összetett 4D-s tárgyak 3D-beli vetületeit kezdjük el vizsgálni. Ezeknek a vetületeknek gyakran lenyűgöző burkuk van, például rombikus dodekaéderek, köboktaéderek vagy más érdekes poliéderek. Hajlamosak vagyunk ezeket a poliéderburkokat tudat alatt magával a 4D-s tárggyal azonosítani, mert ahhoz vagyunk szokva, hogy a 3D-s tárgyakat felszínük alakjából azonosítjuk. A 4D-s tárgyak szerkezetével kapcsolatos legtöbb információ azonban a burok belsejében rejlik.

A 4D-s hiperkocka egy vetülete

Figyeljük meg a 4D-s hiperkocka csúcs felőli vetületét. Burka rombikus dodekaéder, egy olyan poliéder, amelyet 12 rombusz határol. Hajlamosak vagyunk rá, hogy csak ezt a rombikus dodekaéder alakú burkot vegyük figyelembe, amely már önmagában is érdekes:
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Azonban ha csupán erre koncentrálunk, nem fogjuk tudni, hol helyezkednek el a képen a hiperkocka cellái. Mi több, még a hiperkocka csúcsát se látnánk, amit a 4D-s szemlélő néz! A hiperkocka csúcsa ennek a dodekaédernek valójában a közepébe vetül, nem pedig bármely csúcsára. Ott helyezkedik el, ahol a kékkel jelölt belső élek összefutnak az alábbi ábrán:
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Ha ismerjük a vetületnek ezt a belső szerkezetét, a hiperkocka négy, kocka alakú cellájára is könnyebben rátalálunk, amelyek éppen láthatóak:
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Ezek a cellák torzított kockáknak tűnnek, de valójában tökéletesen szabályos kockák. Csak azért tűnnek torzítottnak, mert a perspektivikus vetítés miatt megrövidülnek.
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Ha egy 4D-s lény a hiperkockára néz, tekintete először a kocka alakú celláknak a képen lévő elrendezésére esik, nem magára a burokra. A burok csak mellékes; a kép belseje számít igazán. Amikor 4D-s tárgyak vetületét vizsgáljuk, mindig a belső szerkezetre koncentráljunk, ne engedjük, hogy a burok elvonja róla a figyelmünket.

Ne feledjük, hogy a hiperkocka fenti képein a 8 cellájából csak 4 látható. Ennek az az oka, hogy a másik 4 cella e négy mögött található, így fedésben vannak. 
Ez az ábra a 4D-s kocka felületének másfajta ábrázolása, még ma is folynak a viták, hogy melyik is lehet valójában a tényleges hiperkocka.
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JÁTÉKOK A SZÁMOKKAL

A sudoku
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A sudoku napjaink legnépszerűbb logikai játéka. A játékot Howard Garns amerikai matematikus találta ki . Garns 1979-ben alkotta meg az új logikai fejtörõt, amit azóta az egész világ a Wikipédiától a Times-ig a 21. század Rubik-kockájaként emleget. A bemutató nem vert fel túl nagy port: a "Number place"-nek nevezett játék talán szép csendesen feledésbe merül, ha nem érkezik 1984-ben Japánba. A szigetországban elsõként a Nikoli magazinban jelent meg a játék. Népszerűségét talán annak köszönheti, hogy nagyon egyszerűek a szabályok és hogy nem szükséges hozzá semmiféle matematikai képzettség, csupán logika, így bárki könnyedén játszhatja. Nehézségi fokozatok széles skáláját vonultatja fel, így jó szórakozást nyújt a kezdőknek és a profi játékosoknak egyaránt. Ráadásul olyan sok kombinációja van, hogy az több ezer évig elegendő lesz az emberiségnek. Mára pedig sok érdekes változata is játszható.

 A sudoku szabályai

A sudoku egy 9*9 négyzetből álló táblázaton alapuló számelhelyező logikai játék. A feladat az, hogy elhelyezzük a számjegyeket 1-től 9-ig, úgy, hogy minden sorban, oszlopban és 3*3-as boxban minden szám pontosan egyszer szerepeljen (a játék egy változatában átlósan is szerepelnie kell minden számjegynek).

 Megoldási technikák

  A megvizsgálási technikák

    A legegyszerűbb módja a játék elkezdésének, ha megvizsgáljuk a sorokat és az oszlo-pokat a három kockás blokkokban és így megpróbálunk olyan számokat találni, amik csak egy helyre kerülhetnek. Ez a technika gyors és általában elegendő az egyszerűbb játékok megoldásához, de nehezebb példák elkezdéséhez is jó lehet, amíg nincs szükség komolyabb technikákra.
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1) Vizsgálat egy irányban


Először is vizsgáljuk meg a 2. boxot! Ebben még nincsen 9-es, de mint mindenhol itt is lennie kell egynek. Mivel a 2 és 3 sorban is van már , ezért annak a számnak már csak egy helye van, az e1-ben.
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2) Vizsgálat két irányban


Ugyanaz a technika használható úgyis, hogy egy-szerre vizsgáljuk a sorokat és az oszlopokat. Ebben a helyzetben látható, hogy az 1-es a 3. boxban csak az i3-ba kerülhet, mert az 1 és 3 sor, illetve a g oszlop már foglalt.
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3) Egyszerű jelöltek keresése


Sokszor előfordul, hogy egy helyre azért kerülhet csak egy bizonyos szám, mert azt a helyet másik nyolc szám már leárnyékolta. Példánkban a b4 cellába már csak a 2-es szám kerülhet , mert az összes többi számjegy előfordult a sorban, oszlopban vagy a boxban. 
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4) Számok kizárása sorokból, oszlopokból, boxokból


Néha segíthetnek azok a számok is, amelyekről még nem is tudjuk, pontosan hol fognak elhelyezkedni. Azonban mivel az ábránkon látható, hogy a 8. boxban mindenképpen az e oszlopban kell lennie az 1-esnek, az e oszlopba már a 2. boxban nem kerülhet 1-es.
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5) Sorokból és oszlopokból hiányzó számok keresése


Ez a technika leginkább akkor lehet hasznos ha egy sorból, oszlopból vagy 3*3-as boxból már csak egy kevés szám hiányzik. Nézzük meg a 6-os sort! Onnan már csak a 6-os és a 7-es hiányzik, de nem tudjuk melyik melyik helyre kerül. Viszont mivel a h2 cellában már van egy 6-os, a h6-ba már nem kerülhet, tehát a b6-ba kell kerülnie a 6-osnak, a h6-ba pedig a 7-esnek.

  Analizálási technikák

    Ahogyan a feladványok egyre nehezebbé válnak, a fent leírt egyszerű módszerek nem lesznek elégségesek a megoldáshoz, és bonyolultabb eljárásokat kell használnunk. A nehezebb feladványok megfejtéséhez mélyebb logikai elemzés szükséges, amit ceruzajelek segítségével fogunk végezni. Ezek a ceruzajelek pici számok lesznek a cellák sarkában, amik azt mutatják meg, hogy milyen számok kerülhetnek abba a bizonyos cellába. A bejelölés után elemezzük az eredményt, és megpróbálunk speciális kombinációkat beazonosítani, amikből kikövetkeztethetjük, hogy milyen szám kerül melyik cellába.
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1) Négyzetek kizárása a „csupasz párok” technikával


Ebben a példában a ceruzajelek (pirossal) megmutatják, hogy a 4-es és a 9-es számok csak a c7 vagy a c8 cellákba kerülhetnek. Nem tudjuk melyik melyikbe, de azt tudjuk, hogy mindkét cella foglalt. Ráadásul az a6-os cella kizárja a 6-ost az  a oszlopból, tehát a 7.box 6-osa már csak a b9-ben helyezkedhet el.


Ha ezek a párok könnyen észrevehetőek, akkor nevezzük őket „csupasz pároknak”.

2) Négyzetek kizárása sorokból és oszlopokból a „rejtett párok” használatával
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A párokat azonban nem mindig ilyen könnyű kiszúrni. Ebben az esetben nevezzük őket „rejtett pároknak”. 

Ha jobban megnézzük a ceruzajeleket a 7. sorban, észrevehetjük, 1-es és 4-es csak az f7 és a g7 cellákban fordulhat elő. Ez azt jelenti, hogy az 1-es és a 4-es egy „rejtett pár”, és a két cella már nem tartalmazhat más számokat. Ha újra megnézzük a sor ceruzajeleit, láthatjuk, hogy a 7-es már csak a d7 cellába kerülhet.

3) Négyzetek kizárása az „X-szárny” technika használatával
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Ezt a technikát ritkán használjuk egy pár helyzetben ami néhány nagyon nehéz rejtvényben fordul elő.


Az  a oszlop megvizsgálásával látjuk, hogy a 4-es csak az a2 vagy az a9 cellába kerülhet, hasonlóan az i oszlopban is. Így nyilvánvaló, hogy a 2. sorban 4-es vagy az a vagy az i oszlopba kerül a 4-es, de máshová nem kerülhet. Ebből következik, hogy a c2 cellába csak 2-es kerülhet.

Ezekkel a módszerekkel már sok rejtvényt meg tudsz oldani, de javaslom, hogy kezd a könnyebb feladványokkal. Használj puha, radírozható ceruzát! Soha ne tippelj, és mindent ellenőrizz kétszer mielőtt beírsz bármit is!

Évariste Galois és a csoportelmélet
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Évariste Galois

„Halálának előestéjén 
Chevaliernek megható levelet írt,
melynek tudományos végrendeletszerű jellege van.”

Élete

Évariste Galois 1811. október 26-án született Bourg-la-Reine-ben, Párizstól 10 kilométerre. Édesapja, Nicolas-Gabriel Galois a kisváros polgármestere volt. Tizenkét éves koráig édesanyja, Adélaïde Marie Demante tanította, majd egy híres párizsi gimnáziumba, a Nagy Lajos Líceumba került. Itt ismerkedett meg Abel, Legendre és Jacobi munkásságával, és – az ő inspirációjukra – nemsokára saját eredményeket tudott felmutatni. Ennek ellenére kétszer is elutasították írásbeli dolgozatát az École Polytechnique-be. Harmadszorra eljutott a szóbeli vizsgáig, ám miután a  levezetését meg nem értő bizottsághoz vágta a szivacsot, szó sem lehetett felvételéről. A francia akadémiának beadott dolgozatai sem voltak sikeresek – az egyiket Chauchy elveszítette.  Egyedül a Gergonne szerkesztette Annalesben a szakaszos lánctörtekről, a Liouville Journalban a számok és algebrai egyenletek elméletéről jelent meg egy-egy értekezése. Politikai szerepvállalása miatt börtönbe került. Ám míg büntetését töltötte, Párizsban kitört a kolerajárvány. A börtönt is elérte, ezért a fiatalokat és a gyenge egészségi állapotban lévőket egy klinikára szállították. Galois itt találkozott Stéphanie Poterin-Dumotel-lel, akibe első látásra beleszeretett. Egy ízben dértő megjegyzést tett valaki kedvesére, s Galois párbajra hívta az illetőt. Utolsó éjszakáján barátjának, Chevaliernek írt levelében összegezte addig elért eredményeit. "Nyilvánosan kérdezd meg Jacobit vagy Gausst, mi a véleménye - nem a tételek igazságáról, hanem fontosságáról. Utána remélem, akadnak emberek, akik érdemesnek tartják ennek a zagyvaléknak a kisilabizálását." Ez a "zagyvalék" a Galois-elmélet volt, amely megnyitotta a kaput az absztrakt algebra kialakulása felé. 1832. május 30-án halt meg. Hátrahagyott műveit Jordan publikálta. Összegyűjtött művei, melyhez Picard írt bevezetőt, 1897-ben jelent meg.

Munkássága

Galois legfontosabb műve a róla elnevezett algebrai egyenletek elmélete. Halála miatt Joseph Liouville publikálta 1846-ban. 

A Galois-elmélet létrejöttét két korábbi, ezen a területen való matematikai kutatás előzte meg. Az egyik Lagrange, 18. századi olasz matematikus észrevétele volt. Lagrange észrevette, hogy a gyökök permutálásának egymás utáni elvégzése ismét a gyökök egy permutációját eredményezi, sőt vannak az összes permutáción belül olyan még kisebb csoportok, melyek permutálása csoportbeli elemmel nem ad a csoporton kívüli elemet. Ezt az észrevételt boncolgatva Galois megalkotta a csoport elnevezést, mely ezeket a permutációcsoportokat jelöli. A másik az úgynevezett Abel-Ruffini-elmélet, mely legegyszerűbben egy kérdésben fogalmazható meg: 

„Miért nincsen általános megoldóképlet ötöd- vagy annál magasabb fokszámú egyenletek megoldására, csak a négy alapműveletet (összeadás, kivonás, szorzás, osztás) és gyököket felhasználva? 

A Galois-elmélet nemcsak megválaszolja e kérdést, hanem megadja, hogy mirét lehetséges negyed- vagy annál alacsonyabb fokszámú egyenletekre általános megoldóképletet találni. 

Ahhoz, hogy megértsük, mi is a Galois-csoport, két példák mutatok be.

Galois középiskolai jegyzete
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A Galois-csoport elmélete

1. példa

Tekintsünk egy másodfokú egyenletet:



x2 − 4x + 1 = 0.

A másodfokú egyenlet megoldóképletét használva a gyökök:

x1 = 2 + √3,   és

x2 = 2 − √3.

Viète-formulák: 

x1 + x2 = 4,   és

x1 x2 = 1.

Láthatjuk, hogy x1 és x2  felcserélhető, így a gyökök szimmetrikus polinomok.

Levonhatjuk, hogy a  x2 − 4x + 1 kifejezés Galois-csoportja két permutációra osztható. Az első, az ún. azonossági permutáció x1–et és x2–t a helyén hagyja, míg a második, az ún. felcserélési permutáció megcseréli x1–et és x2–t.

Ugyanezt nézzük meg egy paraméteres másodfokú egyenleten:
ax2 + bx + c=0  (a, b, c  racionális számok)

· Ha a kifejezésnek csak egy gyöke van, pl. x2 − 4x + 4 = (x−2)2, akkor a Galois-csoport szükségtelen, mivel csak az azonossági permutáció taláható meg benne. 

· Ha a kifejezésnek két racionális gyöke van, pl. x2 − 3x + 2 = (x−2)(x−1), a Galois-csoport ismét szükségtelen.

· Ha a kifejezésnek két irracionális gyöke van (lehetnek komplexek is), a Galois-csoportnak két permutációja van, ahogyan a fenti példában láttuk. 

2. példa

Tekintsünk egy kifejezést:

x4 − 10 x2 + 1,

melyet leírhatunk a következőképpen is:

(x2 − 5)2 − 24.

Keressük meg ennek a kifejezésnek a Galois-csoportját, ismételten a racionális számok halmazán belül. Az egyenlet gyökei:

x1 = √2 + √3,

x2 = √2 − √3,

x3 = −√2 + √3,

x4 = −√2 − √3.

24 lehetséges permutációja létezik a gyököknek, de ezek közül nem mind tartozik a kifejezés Galois-csoportjába. A Galois-csoport tagjainak meg kell őrizniük minden algebrai egyenletet minden racionális együtthatóval, beleértve x1–et, x2-t, x3-at és x4–et. Egy lehetséges egyenlet és permutációja

x1 + x4 = 0

(x1, x2, x3, x4) → (x1, x2,  x4, x3).

E permutáció nem megengedett, tekintve, hogy x1 +  x4 = 0 –t, mely helyes egyenlet, x1 +  x3 = 0 –ba viszi, amely nem helyes (x1+ x3 = 2√3 ≠ 0).

Végignézve az össze lehetőséget, megkapjuk a Galois-csoporton belül érvényes permutációkat:

(x1, x2, x3, x4) → (x1, x2, x3, x4)

(x1, x2, x3, x4) → (x3, x4, x1, x2)

(x1, x2, x3, x4) → (x2, x1, x4, x3)

(x1, x2, x3, x4) → (x4, x3, x2, x1), 

így a Galois-csoport hasonló az ún. Klein-négyescsoporthoz.

Az elmélet kifejtése magasabb szintű tudást követel, így magát az elméletet nem mutatom be, de a csoportelmélet lényegét 
– remélhetőleg érthetően – elmagyaráztam.

Források

· Révai nagy lexikona (Révai Testvérek Irodalmi Intézet Részvénytársaság, Budapest, 1914)
· Akadémiai kislexikon (Akadémiai Kiadó, Budapest, 1989)
· Sokszínű matematika 10 (Mozaik Kiadó, Szeged, 2006)
· http://www.galois-group.net/
· http://members.iif.hu/visontay/ponticulus/jegyzetek/eletrajzok/g.html
· http://www.galois-group.net/theory/math594fD.pdf
· http://en.wikipedia.org/wiki/Galois_theory
· http://hu.wikipedia.org/wiki/Csoportelm%C3%A9let
· http://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Louis_Lagrange
· http://en.wikipedia.org/wiki/Abel-Ruffini_theorem
· http://en.wikipedia.org/wiki/Klein_four-group
Nagy női matematikusok

1. Alexandriai Hüpatia (kb.370-415)
ógörög matematikusnő

Élete
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Alexandriai Hüpatia volt a világ első elismert matematikusnője. Édesapja a neves alexandriai Theon volt, aki szintén neves matematikusként, csillagászként és filozófusként ismert szerte a világon.

Munkássága

Diophantosz Aritmetikájához, Apollóniosz Konikájához, és a jeles matematikus, csillagász Ptolemaiosz műveihez írt magyarázatokat. Műveit a teljes antik világban elismerték. Először Athénba ment filozófiát tanulni, majd visszatért Alexandriába, és tanítani kezdett. Elsősorban az újplatóni és az arisztotelészi filozófiarendszer összhangba hozásával foglalkozott. 383-ban kezdett a platonikus iskolában tanítani, és 400-ban már az iskola vezetőjének mondhatta magát.


Hüpatia látogathatta a férfiak gyűléseit, és bölcsessége még köreikben is elismert volt. Bár megismerkedett a keresztény vallással, mégis hellenista maradt. Ebben az időben ritka nagy csodának számított, ha egy nőt elismertek a férfiak. Ennek ellenére Szünésziosz püspök „anyám, nővérem és tisztelt tanítómnak” szólította Hüpatiát, akinek még a római prefektus is tisztelője, sőt barátja volt. Kiváló kapcsolatban volt a politikusokkal. Egyedül Kürillosz püspök, a római prefektus ellensége nem ismerte el a lányt. Úgy vélte, hogy barátját ellene hangolja, ezenkívül a nép hipnotizálásával vádolta, többek között azért, mert a nő hellenista volt, nem keresztény. A lányt matematikai és neoplatónista tanai miatt eretnekséggel vádolták.

Halálának körülményei

415-ben, mikor Hüpatia Muszaionból tért haza, a fanatizált tömeg megtámadta, és a Cesariumnak nevezett templomba vitte a nőt, akit ott brutálisan meggyilkoltak. Meggyilkolásának körülményeiről két alternatíva maradt fenn. Az egyik variáció szerint a nőt a templomban a dühös tömeg ölte meg. Letépték ruháit, és testét kövekkel, és kagylókkal apró darabokra vágták, melyeket aztán szétszórtak Alexandria területén. A másik verzió pedig az, hogy a templom területén vadállatokat uszítottak a matematikusra, akik apró darabokra tépték.

Utóélete

Nevét őrzi sok tudós társaság, a Hold egyik krátere, és egy 1884-ben felfedezett aszteroidát is róla neveztek el. Életéről számos életrajz, és dráma készült. Kortársai közül elsősorban Szókratesz írt róla. A bizánci Suda Leyikonjában található egy teljes fejezet Hüpatia életéről. A 7. században nikiui János, a Világkrónika című művében emlékezett meg a kiváló matematikusnőről.

2. Elena Lucrezia Cornaro Piscopia (1646-1684)
   olasz matematikusnő

[image: image96.png]



Elena munkásságának nem volt nagy jelentőssége, csupán azért említettem meg, mert ő volt Hüpatia után a világ második elismert matematikusnője. Azért találtam fontosnak ezt megjegyezni, mert hüpatia halála után több, mint 1200 évig nem volt elismert női matematikus a világon.
3. Agnesi, Maria Gaetana (1718-1799)
    olasz matematikusnő


Élete
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Milánóban született, tehetsége korán megmutatkozott. Ő volt az első matematikus professzornő. XIV. BENEDEK pápa nevezte ki a bolognai egyetemre. Írt egy kétkötetes művet az algebráról és az analízisről. A könyvet franciára is lefordították, és a francia egyetemek sokáig használták tankönyvként. Nevét őrzi az Agnesi-féle boszorkánygörbe.

A boszorkánygörbe
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Szerkesztése: 


 Először egy „a” átmérőjű kört kell szerkeszteni az „y” tengelyen, melynek középpontja: (0;a/2). Válasszunk ki egy „A” pontot az „y=a” tengelyen, és kössük össze az alsó tengelymetszettel. Nevezzük „B”-nek azt a pontot, ahol az „A0” szakasz metszi a kört. Nevezzük „P”-nek azt a pontot, ahol „ABP” derékszögű háromszög, és „AB” átfogó.

A „boszorkány” a görbe, melyet „P” ír le, az „A” pont „y=a” tengelyen való mozgása következtében. 
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4. Sofia Kovalevskaya
     orosz matematikusnő

Élete

Sofia nemcsak kiváló matematikus volt, hanem nagyszerű írónő, és a nők jogainak remek szószólója a 19. században. Elsősorban azt szerette volna elérni, hogy az egyetemeken nők is tanulhassanak. 

Jelentőssége azért hatalmas, mert ő volt az első nő, aki egyetemi professzorként is dolgozott. 
Kőváry Károly, avagy
Kavics tanár úr

(1923 május 10. –2003 március 12.)
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Életút, érdemek
A szegedi piarista gimnázium elvégzése után 1941-ben belépett a Piarista Rendbe, majd, miután a budapesti Pázmány Péter Tudományegyetemen matematika-fizika szakos diplomát szerzett, 1947-ben pappá is szentelték. Az egyházi iskolák államosítása után pár évig lelkipásztori teendőket lát el Budapesten, majd 1952-től tanít: előbb egy évet a Kossuth Lajos Gimnáziumban, majd tíz évig a Bagi Ilona Gimnáziumban. 1963-ban került a Fővárosi Fazekas Mihály Gimnáziumba, ahol 28 évig tanított. Ez alatt úttörő munkát végzett a speciális matematika tagozat beindításánál. A tagozatos tanterv kialakításánál és didaktikai-pedagógiai módszereinek kidolgozásánál is mértékadó volt az, amit ő csinált saját osztályaiban. Részt vett a tagozatos tankönyvek megírásában és lektorálásában. 15 éven keresztül vezette a Fazekas Gimnázium matematikai munkaközösségét. Tanítványai sok kiemelkedő eredményt értek el a matematikai versenyeken, több mint húsz diákja nyert díjat az évek során a Nemzetközi Matematikai Diákolimpián. Az OKTV-n és a többi országos évfolyamversenyen még ennél is több tanítványa szerepelt sikeresen. Egykori diákjai ma Magyarország mellett Európa és Amerika legkülönbözőbb híres egyetemein tanítanak, komoly tudományos munkássággal rendelkeznek, és többen közülük itthon akadémikusok. Matematika tanárok egész generációját nevelte ki: több iskolában tanítanak egykori tanítványai, akik az ő szellemében nevelik diákjaikat a matematika szeretetére és egymás megértésére. Aktívan részt vett a budapesti pedagógusok továbbképzésében, hosszú ideig szerepet vállalt a tanárképzésben is mint a Szegedi Tanárképző Főiskola levelező hallgatóinak konzultációvezetője.

1991-ben nyugdíjba vonult, s ezzel párhuzamosan rendje az újra induló váci Piarista Gimnázium igazgatásával bízta meg, itt 1991-től tanít. Sok figyelmet fordított a vidéki, hátrányos helyzetű tehetségek gondozására. Bárhol is tanít, órái a humorral és örömmel végzett munka műhelyei.
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Több mint húsz évig volt a Bolyai János Matematikai Társulat vezetőségének tagja, többek között az Oktatási szakosztály titkára, majd a társulat alelnöke. Évtizedekig részt vállalt az OKTV nem-tagozatos versenybizottságában. Több cikke olvasható A matematika tanítása c. folyóiratban és a KöMaL-ban. 1968-ban a Beke Manó díj második, 1983-ban az első fokozatát kapta. Megkapta a Munka Érdemrend ezüst fokozatát is.
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2001-ben az első alkalommal kiosztásra kerülő Rátz Tanár Úr Életműdíjat - Urbán Jánossal együtt - Kőváry Károly kapta. Szinte halála napjáig tanított.

Riport Kőváry Károly atyával
Hogyan emlékszel vissza arra, hogy neked, mint kezdő tanárnak milyen volt a kapcsolatod az idősebb kollégákkal?

Igen csak fura dolog volt, mert én fiatalos kinézetű voltam, és amikor először beléptem a tantestületbe ki akartak zavarni. [image: image102.png]


Nem volt kellemes érzés, gondolhatod, és megrettentem a feladat nagyszerűségétől, hogyan fogom megállni a helyem itt. Aztán mi lesz akkor, ha többször is előfordult, hogy ki akarnak majd ebrudalni a tanáriból, pedig hát oda tartoztam. Azután, mikor megismertem őket, akkor már nagyobb baj nem származott belőle, tehát később ez a fogadtatás nem zavart különösebben.

Hősi idők voltak a kezdeti évek a rendszer miatt is; külön nem foglalkoztak velem, mert nem volt nagy az iskola. A szünetekben beszélgettünk, és ezekből ismergettük meg egymást. Ott olyan nagy tekintélyű tanárok nem voltak. A korabeli nevelők közül azonban a legjobbak voltak, mert a fővárosból kiszuperálták a jobb tanárokat Pesterzsébetre, tehát az ottani munkáskerületekbe, hogy ott legyenek, és ne a belvárosi iskolákban. Ilyen módon, jó szellemű tanárokat, de mondjuk nem tudósokat találtam ott, akik ténylegesen tanárok voltak.

Hogyan emlékszel azokra, akik a Fazekasban fogadtak téged?
[image: image103.png]@hx
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Ezzel így országosan és sokszor nemzetközileg is nagyra becsült tanárok közé kerültem. Nemcsak a matematikából elismertek, mint a Fényi András vagy Reményi Guszti volt ott. Hanem a más tárgyakban is mint a Lelkes István, aki a Sorbone-on végzett, majd később tanított is ott; akkor nagyon jól képzett és ismert volt a Kovács Géza. Aztán a magyar tanárok közül említhetném a Szentjobbit. Már nem emlékszem a keresztnevére, mert aztán ő hamarosan abbahagyta a tanítást.

Na most az a harci helyzet, hogy én azért kerültem oda, hogy a speciál-matematikai osztályt tanítsam. Akkorra nekem már volt bizonyos matematikai múltam, így tehát nem nagyon rettentem meg a matematikusok között. Később aztán az is kiderült, hogy ki hol tanult és közülük soknak szerzetes iskolai múltjuk volt, tehát eléggé biztonságban éreztem magam. S aztán szerencsémre rögtön sikeres lett a belépés, mert mindjárt mutatkoztak az eredmények. Egyre több gyerek jött hozzánk a spec. osztályba, úgyhogy egy év múlva már a matematikai munkaközösség vezetője lettem. Ezeknek hatására aztán már én is tekintélyesnek számítottam a magam negyven egynéhány évével, innentől akkor már könnyen ment a beilleszkedés.

A matematikusok egymás között megtárgyaltuk, hogy te ezt hogy csinálod én ezt hogyan gondolom, meg így érthetőbb vagy amúgy jobb. Így a bakiknak a helyrehozatala is közösen történt. Az, ami segítséget nyújtott részben nekem is és mások számára is az, hogy ezáltal nagyon jó volt a kollegiális viszony. Tehát nem történt olyan, hogy bárki is azt képzelte volna, hogy ő a nagyfőnök és a többiek meg a tökfejek; ilyen nem volt. A kezdet kezdetétől elfogadott volt az, hogy mindegyikünk becsülte a másikat. Nem kellett attól tartani, hogy ha most elkövetek valami szamárságot, abból nagy tragédia lenne, mert először is ritkán fordult elő és ha megtörtént, akkor is emberségesen el tudtuk intézni. 

Mit éreztél akkor, amikor egy egészen új tantestületet kellett kialakítanod?
Soha nem szakadtam el a piaristáktól az úgynevezett üldözött korszakban sem. Rendszeresen bejártam a Mikszáth téri rendházba, és nemcsak a matematikusokhoz, hanem a rétegtársakhoz is. A tartományfőnök felkérése megtiszteltetéskén, elismerésként ért. Másrészt ez mondjuk olyan politikus jellegű döntés is volt. Akkor, amikor én már ide kerültem, nyugdíjas tanárként, nagy matematikai múltal rendelkeztem, többek között a Bolyainak alelnöke is voltam. Az iskolaalapítás gondjai, nehézségei közepett nem kellett mindenki előtt leborulni. A másik rész pedig az, hogy koromnál fogva tiszteletet parancsoló valaki voltam. Számomra biztonságot jelentett az, hogy megmondtam Jelenits Istvánnak: én a matematikához, ahhoz értek, azt szívesen eltanítom, de iskolát még nem vezettem, tehát ha butaságot teszek, nyugodtan váltson le, nem fogok ezen felháborodni. Vácott úgy fogadtak engem, mint közismert matematika tanárt, nem pedig mint kezdő igazgatót. Így nem kezdtek cikizni, hogy nem ért ehhez vagy ahhoz. Ezek miatt a tanári kart is úgy tekinthettem, mint diákokat. Aztán a következő lépés lett az, hogy atyai szeretetemet megmutassam irántuk. Ilyen módon nem volt semmiféle félelem vagy aggodalom sem bennem, sem a többiekben arra, hogy valamit elhibázok-elhibáznak és az helyrehozhatatlan lesz. Egyszóval éreztem magam mögött azt a bizonyos tekintélyt, ami az ember munkáját segíti.

Rendtársaink közül egy így jellemzett téged: „Kőváry a hullámtörő”, aki elsimítja a tornyosuló hullámokat. Te is így érzed?
Biztos kapcsolat van a kettő között. Lehet, hogy valóban így van, habitusomból következik, hogy rendszerint nem szólok idegesen az emberekhez. Megfontoltan és inkább kevesebbet szólva beszélek és ügyelek a gesztusaimra. Mondok egy példát. Sokszor piszkál engem a tanári asztalokon hagyott rendetlenség. Azt mondom a kollégának: Te még nem vagy túl a nevelési optimumon. Félig tréfásan, félig komolyan, hogy tegyen rendet az asztalán. Tarts rendet, és a rend megtart téged! Az órára való rohanás: ne akkor kapkodj össze mindent; nem tudod, hogy merre keresd a szükséges tankönyvedet, mert ha tudod, hogy hol kell keresned, akkor már nem leszel ideges, és nem úgy mész be az órára, és így tovább. Tréfásan, és félig komolyan is mondom ezeket a szavakat.

Mennyire kell a tapasztalt nevelőre figyelni, eligazítását megfogadni?
Sokszor érdemes szavaikra odafigyelni, de előfordul, hogy nem szabad bedőlni nekik. Tanári önállóság nélkül nem fejlődik a pedagógia. Enélkül nem tud kibontakozni a tanár ember. Emlékszem arra, hogy pl. a cos-tételt máshogy tanítottam, mint ahogy szokásos volt. Jött a szakfelügyelő, és azt mondta: ez nem jó. Mondom neki: Miért nem jó? Nézd meg az egyes lépéseket, és ahol nem jó, ott tedd meg az észrevételedet. �Nem a szokásos.- Nem a szokásos-mondom-, de jó és egyszerűbb, mert a logaritmus táblázat használatához közelebb van. Ugyanis a cos-tétellel abban az időben sokat kellett vacakolni. Amikor a Fazekasban az új speciális osztályt kellett indítanunk, annak tanmenetét, anyagát, mi dolgoztuk ki közösen. A szakfelügyelet olykor beleszólt, de a hatékonyság és az eredmények mellettünk szóltak. Tehát azt tehettük, ami szerintünk jó. Egyetlen korlát az volt, amikor a gyerekekre alkalmaztuk, hogy beválik, vagy nem válik be. 

Szükséges a tanár számára az egészséges öntudat, nem szaladgálhat minden problémájával a tapasztaltabbhoz. Bizonyos idő akkor már eltelt, hiszen akkor, amikor a Fazekasba kerültem, már 13 év volt mögöttem, tehát volt bizonyos tapasztalatom, a nagyon gyengékkel való foglalkozás területén is. Bizonyos mértékben kiforrott dolog állt mögöttem. A Fazekasban, amikor munkaközösség-vezető voltam, akkor a beosztott tanárok jól képzettek, lelkiismeretesek voltak, mindegyik ténylegesen jót szólt. A kedélyképzésre is adtunk, úgy, hogy összejöttünk bulikra, vacsorákra, zarándoklatra. Roppant egységes közösség volt, és biztos voltam benne, hogy nem történik ott olyan jellegű dolog, amiből valami baj származhatna. Mindegyik ugyanúgy gondolkozik a munkáról, meg mindenről, mint én. Hozzá voltam szokva, hogy nem kellett nekem bokszolni, hanem jó szóval elintéztem, és utána együtt örvendeztünk a sikernek. Végeredményben a sikereket a speciális-matematikai osztály, és azoknak a gyerekei hozták. De az általános iskola alsós gyerekeivel nem lehet brillírozni, azok a kerületi gyerekek voltak, akik oda kerültek. Azt is kifejtettem, hogy álljon meg a menet; a tanárok itt ugyanolyan munkát, sőt talán még jobbat végeznek. Ez a megbecsülés nagyon jól esett a tanároknak és a nevelőknek, erősítette az egymás iránti bizalmat. 

A váci tantestületben is ezt az összetartozást érzem. Az érettségi találkozókon találkozom a régi kollégákkal és a diákokkal szintén és köztük is megtapasztalom ezt. És ténylegesen az emberek én úgy tapasztaltam, hogy szeretik egymást. S akkor, amikor valamelyik bajban van, különösen a hölgyek esetében, segítőkészséggel találkozom; akár a neveléssel, akár más problémával kapcsolatban is. Tehát az együttérzés az, ami nagyon jó.
Sokan csodálnak munkabírásod és tapasztalatod miatt. Hogyan fogadod ezt a közeledést?
Hát igen, két dologra kell odafigyelni. Egyrészt arra, hogy vigyázzon a tekintélyére, de ezzel a tekintéllyel ne éljen vissza. És ne legyen senki ellen irányuló. Mert sokszor az történik, hogy némelyik fiatal dörgölődzik egy öregebbhez, akinek megvan tekintélye. Aztán ennek a hátterében használja ki a furkálódást. Kifejezetten ügyelek arra, nehogy valamilyen formában az igazgatást összehasonlítsam a korábbival. Azt mondjam, hogy bezzeg az én időmben. Erre kritikát soha nem mondtam és nem is mondok, hanem a tekintélyt erősíteni kell, mert úgyis olyan múlandó dolog. A másik pedig az, hogy képeznie kell magát az embernek, olvasni, együtt élni a fejlődéssel, nehogy azt mondhassák, hogy vén, szenilis, mit beszél ez, hol van ettől, azt se tudja, hogy miről van szó. Akkor viszont jobb, hogyha hallgat. 

Érzem, hogy nincs meg már bennem az a munkabírás, mint régen volt. Tehát én olyan dolgokat nem vállalok el, amiről már, úgy érzem, hogy káros. Ezt a koránál fogva az ember meg is teheti. 

Pl. korrepetálást nem vállalok. Néhány éve még türelmesebb voltam, ma már idegesítene engem, hogy egy törtet nem tud összeadni. A fakton is, akik oda járnak, és akik gyengébb képességűek, nehezen fogadom el, hogy a jobbakat fékezik. Régebben talán ilyen nem fordult elő, volt hozzá türelmem. Nyolcvan év felé, és talán korábban is az embernek már önkritikával kell rendelkeznie, hogy ezt még tudom, azt viszont már nem. És amit nem, ott az ember azt mondja, hogy abba kell hagyni.

Mennyire érzed a tapasztalat jelentőségét a diákok között?

Azt tudtam, hogy ezek nem fazekas-béliek. Tehát eleve már nem lehetett föllépni olyan igényekkel, mint amivel a Fazekasban a gyerekekkel szemben fölléptem. Más volt ott a helyzet, bizonyos értelemben tulajdonképpen én nem tanítottam. 

Ellenőriztem meg irányítottam a gyerekek munkáját, vezettem őket a felismerésben. Tehát a gyerekek hozták a problémát és közösen megbeszéltük. Egy-két téma kivételével nem adta le matematikai anyagot, tehát prelegálás nem történt. Akkor az volt a ravaszság, hogy olyan feladatokat hozzak, amellyel a diák érdeklődését fölkeltsem, és azután gyerünk erre-arra-amarra, s akkor ő fedezte fel a lehetőségeket és összefüggéseket. A váci diákok között ezt nem lehet használni. Itt bizonyos alapdolgokat, ha kell, ha nem kell, meg kell tanulni, csakhogy az a baj, hogy a legtöbbjük nem is akarja. Ez a nem akarom a legnagyobb baj. És amikor a szülőkkel beszélek, megoldást csak a korrepetálásban kerestek és találtak. A korrepetáló tanár a következőképpen jár el. Megkérdezi és megnézi, hogy a gyerek milyen házi feladatot kapott, és azt ott megcsinálja a gyereknek. A gyerek előtt, de tulajdonképpen ő oldja meg. És ezzel az ügy el van intézve. A diák ebből semmit az égvilágon nem tanul. 

Még tavalyelőtt volt egy gyerek, akivel foglalkoznom kellett. Nem tudta megoldani a másodfokú egyenletet. De nemcsak ezt, hanem semmit sem tudott. Nem ezzel kezdtem. Egészen az elejével, a műveletekkel, ezeket tessék elvégezni. És hozzá egy rakás példa. És akkor megint lassan-lassan tovább. Úgyhogy két hónap alatt a nyári időben reggel bejött, ministrált, utána megreggeliztünk, és délelőtt 2,5-3 órát feladatokat oldott meg. Ki is kupálódott. Csak ilyen módon lehet. De ő akart. 

Egy évvel korábban ketten is hasonló cipőben jártak, csak ők nem akartak. Eljöttek, ott részt vettek, de amiket előírtam nekik, hogy ezeket holnapra vagy holnap utánra tessék megcsinálni, és akkor megbeszéljük, az elmaradt. Tehát az, hogy eljön a gyerek, az még semmi. A feladatokat meg is kell oldani, egyéni munkával. Ez a legtöbb esetben nem megy.

Föladtam nekik egy házi feladatot a régi anyagból is. Például 2x + 7y = 20; 3x + 4y = 2, mennyi az x, mennyi az y? Ilyen egyszerű, két ismeretlenes egyenletrendszert. És törteknek az összeadását. És nem ment. Azt mondtam nekik: hogyan akartok ti logaritmussal, meg trigonometriával foglalkozni, amikor ilyen bajotok van? A harmadik alkalom után azt mondtam, hogy amíg nem készítitek el a kijelölt feladatokat, addig ne jöjjenek. Nem is jöttek.
Köszönöm a beszélgetést!
Vác, 2002. június 25. 

AZ EMLÉKTÁBLA AVATÁSON ELHANGZOTTAKBÓL
Hadd olvassak fel egy levélrészletet akkorról, amikor ez az emléktábla még csak terv volt és a volt Kavics-tanítványokat kértük, hogy segítsenek. Egyikük („bizonyos Moha bácsi”, alias Mohos Z.) ezt írta volt osztálytársainak: „Nagyon jó ötletnek tartom ezt a domborművet. Bár a lurkóknak fogalmuk sincs róla, hogy ki az a Kavics, és úgy fognak bambulni rá, mint mi bambultunk volna Böhönyei Kázmér emléktáblájára, de Kavics emlékét meg kell őrízni, mert sokat adott mindannyiunknak. Én például a mai napig őrzöm a becenevet, amit Ő ragasztott rám. … Talán sokan nem is tudják az igazi nevemet.” Azt hiszem, ezt sokan elmondhatják magukról. Kavics nemcsak nagy becenév gyártó volt, arra is büszke volt, hogy a saját becenevét a tanítványaitól kapta.

Most tehát csak pár emlékezetesebb történetet elevenítünk fel, olyanokat, amelyeket volt tanítványai leírtak és elküldtek. Ezt az ötletet is egy 83/c-s levél adta:

„Szerintem Kavicsnak igazán azzal tudunk emléket állítani, ha mindenki mond róla egy-egy emlékezetes anekdotát.” Hát akkor kezdjük.

Minden Kavics-tanítvány emlékszik arra, amikor a táblára ír és egyszer csak meghallja Kavics hangját: „megfázik!”. Azonnal tudtuk, mit jelent: hiányzik egy zárójel. Később már elég volt az is, ha Kavics tüsszentett egyet. Hogy mit jelent a „megfázik”, azt nemcsak a Kavics-tanítványok, hanem a Kavics-unokák is tudják. De azt talán nem mindenki tudja, hogy egy Kavics-unoka osztály messzemenőkig általánosította a „megfázik”-ot. Ha egy vektort nem húzott alá valaki, egyből felhangzott a kórus: „felfázik”. Ha egy szakaszt nem húzott fölé, a kórus így szólt: „megázik”.

Egy másik szállóigévé vált Kavics-mondásról ezt írta egyik tanítványa: „Ha valaki arra vetemedett, hogy szóban próbált elmagyarázni egy geometriai feladatot, Kavics mindig csak azt mondta rá: ‘Egy rózsaszál szebben beszél, de egy ábra többet mond!’”

Ha egy feladatnál az Istennek sem jutott eszünkbe, hogy esetszétválasztással megoldható volna, akkor felhangzott Kavics basszusa: „Kerek ez a zsemlye, nem fér a zsebembe”, s aki tudta a folytatást, máris kapcsolt: „kétfelé kell vágni, úgy kell megpróbálni (hátha beleférne).”

Kavics is változott. Csak később került be az állandó fordulatok közé a “sikerélmény” felkiáltás. Ez arra szólította fel a felelőt, hogy legalább a tábla letörlésével szerezzen magának sikerélményt. És tudott alkalmazkodni is: azoknak, akik franciául tanultak, azt kellett kitalálniuk, mit jelent a “náplöma(n)” szó.
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Félcédulák

Nem tudom, más évfolyam ismeri-e a fogalmat; akkor nekünk úgy tűnt, mintha egyenesen a mi tiszteletünkre találta volna ki Kavics – bár a "tiszteletünkre" talán nem a legalkalmasabb kifejezés itt.

Mi, a kezdetben megszeppent kis elsősök elég hamar rájöttünk, hogy Kavics nem híve a vasszigornak, szereti, ha az órák oldott hangulatban folynak, és még az sincs ellenére, ha időnként egy-egy megoldást az osztály túlsó felén ülő osztálytársunkkal beszélünk meg néhány padon átkiabálva, esetleg óra közben a helyünket változtatva. 

A probléma ott kezdődött, hogy az ilyen megbeszélések egy idő után már nem csak matekról szóltak, és Kavics többszöri figyelmeztetése ellenére sem fejeződtek be. Egy ilyen különösen hangos óra kellős közepén, amikor figyelni már lehetetlen volt, Kavics hirtelen elhallgatott. A zaj akkora volt, hogy eltelt egy-két perc is, mire ezt mindenki észrevette. Először csak az a néhány gyerek bökdöste oldalba a körülötte ülőket halkan pisszegve, aki még e zajban is figyelt; azután az oldalba bököttek elhallgattak, és továbbadták a figyelmeztetést, majd végül már csak hárman–négyen fecsegtek zavartalanul, de a hirtelen csendtől ők is ráébredtek, hogy történt valami, és csak elhallgattak végre. Már késő volt. Kavics nem folytatta a magyarázatot, csendben ült az asztalnál az óra végéig. 

Igen gyászos hangulatban voltunk. Vártuk, hogy mi lesz a második órán – hiszen mindez a dupla matek első órájában volt. Nem lett semmi, Kavics hallgatott tovább. Igen nyomasztó volt csöndben végigülni a 45 percet. Világos volt, hogy ez így nem tarthat soká. Félelmetes megtorlástól tartottunk, hogy Kavics lead minket, meg osztályintő, valamint feleltetés csupa-csupa egyessel.

Másnap az óra azzal kezdődött, hogy vegyen elő mindenki egy füzetlapot, vágja félbe, és írja rá a nevét. Egy feladat – öt perc, erre egy egész lap sok. Fél cédula. Sőt: félcédula.

A feladat nem volt különösebben nehéz, az akkoriban tanult anyagrészből volt egy rutinszámítás, amit tényleg illett jól megoldani. Elszámolni azért persze ezt is lehetett.

Annál megdöbbentőbbek voltak a rá kapott jegyek:

– A.L. – egyes; A.J – egyes... – olvasta Kavics az osztályzatokat betűrendben. Ijedten pislogtunk, hiszen a két említett osztálytársunk többnyire megbízhatóan jó dolgozatokat írt eddig.

– Á.S – nulla egész kilenc – folytatta Kavics rendületlenül – és egy nagy kő esett le a szívünkről. Szóval, akkor ez olyan, mint a petymegalgebra, azaz: másképp számolják. Az is kiderült nemsokára, hogy hogyan, mert másnap elő kellett venni a cédula másik felét, és újabb öt perc és egy feladat következett. Így ment ez heteken keresztül, amig olyan anyagrészhez nem jutottunk, amiből nehéz lett volna ötperces feladatokat adni. Nem emlékszem már, hogy három vagy öt feladat jelentett-e egy jegyet a Kavics által kreált algoritmus szerint, de tény, hogy a szörnyű megtorlás eredményeként legtöbbünk ötöskészlete több értékes példánnyal gyarapodott, a matekórák pedig a régi jó hangulatban folytak tovább.

 

Azt gondolná az ember, hogy egy osztálynak egy ilyen lecke négy évre elég, de nem, másodikban Kavicsnak újra el kellett hallgatnia ahhoz, hogy mi is végre csendben legyünk. Ekkor annyira már nem ijedtünk meg, noha a hirtelen ránkszakadt természetellenes csend most is nagyon nyomasztó volt. Az utána következő félcédulákon már nem lepődtünk meg különösebben.

Ha valaki azt hiszi, hogy a harmadikosok már igazán elég okosak ahhoz, hogy észrevegyék, mikor elég már a fecsegésből, nos az téved. Bizony még ekkor is félbeszakította a magyarázatot Kavics a mondat kellős közepén, mert saját hangját sem hallotta. Ekkor a döbbent csend nem sokáig tartott: néhányan összedugták a fejüket, és egy rövidke susmutolás után egy füzetlap járt körbe. Mindenki végigfutotta, aláírta és továbbadta a következőnek. Az osztály végéhez érve a lap irányt változtatott, és most már gyorsabban járt kézről kézre, míg az első padban ülő fiú végül felállt, és Kavics elé tette az asztalra. Ő csak egy pillantást vetett rá, és folytatta a félbehagyott mondatot. Nem nehéz kitalálni, hogy mi állhatott a papíron: szigorú fogadkozás, hogy nem fog ilyen előfordulni többet. A félcédulát azért most sem úsztuk meg. Heteken keresztül azzal kezdtünk minden órát. 

Az egyik ilyen alkalommal, amikor a feladatot már mindenki beadta, Kavics közölte, hogy most igen jó hangulatban van, ezért elnéző lesz, aki úgy érzi, hogy ez a röpdolgozata nem úgy sikerült, ahogyan szerette volna, az jöjjön ki az asztalhoz, és vegye vissza, azét most nem osztályozza le. Az asztal körül hirtelenjében nagy tolongás támadt, egymást lökdösve próbálta az osztály többsége visszaszerezni félcéduláját a kupacból. Voltak persze néhányan, akik biztosak voltak a dolgukban, vagy úgy gondolták, hogy olyan mindegy, vagy egyszerűen még ahhoz is lusták voltak, hogy felálljanak a helyükről – az ő dolgozatuk ottmaradt az asztalon.

– Mindenki visszavette a félcéduláját, aki akarta? – kérdezte Kavics szokásos mély hangján. Megvárta, amíg még az az egy-két bizonytalankodó is visszaveszi, akiket eddig talán a tolongás tartott vissza, majd szép lassan olvasni kezdte a neveket az előtte fekvő papírlapokról: X ötös, Y ötös, Z ötös... Bizony, a felsoroltak között néhány gyenge matekos is szerepelt. Végül a néhány lassabb felfogású értetlenkedő kedvéért hozzátette:

· Nyilván azok hagyták ott a dolgozatukat, akik hibátlanul oldották meg a feladatot. Akkor pedig miért is nézném meg a megoldást, egyszerűbb, ha rögtön ráírom az ötöst.

Cseresnye

 

A történetet (Ruzsáné) Cseresnyés Mária jegyezte le (71/c). Tőle származik az alábbi rövid történet is:

Matek órán beszélgetek Héja Gáborral, Kavics egy idő után megunja és ránk szól: „a cseresnyét meghámozom, a héját meg kidobom!”

67/c

 

Most pár 67/c-s történet (Elekes György és Surányi László gyüjtése):

Matematika óra az I. C-ben. Kavics büszkén mutatja nekünk, hogy mit tud: az ujjával az arcán utánozni tudja azt, ahogy kinyitják a borospalackot, pukkan, majd elkezd belőle csöpögni a bor. Persze gyorsan megtanuljuk (gyorsabban, mint a Tálész-tételt). Szünetben aztán megyünk mutatni a lányoknak a szomszéd osztályban, hogy mit tanultunk Kavicstól. Az egyik lány felnevet: DE HISZEN EZT TŐLEM TANULTA KAVICS AZ ELŐZŐ ÓRÁN!

Kiderült, hogy előttünk a lányosztályban volt órája Kavicsnak. Az említett lány éppen barátnőjének mutatta be a borospalack utánzását, amikor Kavics meghallotta a pukkanást, és egyből kiváncsi lett a dologra. Ragaszkodott hozzá, hogy neki is tüstént megtanítsák a mutatványt. Jó tanítványnak bizonyult. Nekünk már nem árulta el, honnan tanulta, gondolta, magunktól is rájövünk.

 

Matematika óra a II. C-ben Kaviccsal, aki addigra már nagyon ismert mindnyajunkat.
Egy jószándékú, de nagyon hebrencs diák már hetek óta otthon, utcán, mindenütt a négy ujjal fütyülést próbálgatja. Elvileg már tudja. (Három barátja oktatgatta: a két ajka és két ujja közötti rés pontosan négyzet alakú legyen, ne hosszukás. A fürdőszobában, tükör előtt érdemes gyakorolni.) A kezét már jól tartja, de eddig csak valami sziszegés-szerű, maximum egy megkönnyebült "Phűűű"-re emlékeztető hangot sikerült kiadnia. Hogy is kellene? Szájába kapja ujjait, es újra próbálkozik ... és életében először akkorát fütyül, mint egy (két? három?) gőzmozdony. Az osztályban síri csend lesz. Kavics éppen a táblára írt valamit. Most megfordul. Megérzi, hova/kire kell néznie. A bűnös nyakát-fülét behúzva ül, saját hülyeségétől sokkolva. Csak a szeme mondja: „Tanár Úr, nem ezt akartam!!” Kavics megérti, szó nélkül visszafordul, és ott folytatja, ahol abbahagyta...
 
Matematikaóra a IV. C-ben. Az érettségi közeledik, odakinn már szikrázik a nap, vakító kék az ég, az első igazi tavaszi napok egyike. Kavics már valószínűleg megcsináltatott néhány feladatot valakikkel, de erre senki sem emlékszik. Most a táblánál magyaráz, de egy perc múlva már erre sem emlékszik senki. Nincs sok hátra az órából. Egyszer csak észrevesszük, valami nincs rendben: Kavics a katedránál ül és olvas. Nagy csend lesz. Mi nem merünk mukkanni se, ő meg csak ül és olvas. Eltelik az utolsó öt perc is, felkel, kimegy. Összeszaladunk.
– Bocsánatot kell kérni tőle!
– Menjünk utána!
Szaladás, nem túl nagy önbizalommal.
– Tanár Úr, ne haragudjon!
– Miért kellene haragudnom?
– Mert nem figyeltünk, beszélgettünk, zajongtunk...
– Ezért méér’ haragudjak? Amíg figyel valaki, addig annak magyarázok. Ha már senki se tud figyelni, minek beszéljek? Majd legközelebb folytatjuk.
Ez volt Kavics.

Kavics mérges?
 

A négy év alatt EGYSZER azért láttuk-hallottuk haragudni Kavicsot. A negyedikes osztálykiránduláson összejött egy amatőr tarokkparti. Kavics odaállt a leggyengébb játékos mögé kibicelni. A kiránduláson talált egy nagy dorongot, mindenhova magával vitte, az volt most is nála. Eleinte csak szokásos dörmögő hangján tett megjegyzéseket, amikor Tádé valami ökörséget csinált, de amikor csupa tarokk volt nála a pagáttal és a skízzel, mégis hosszan hezitált, hogy mit tegyen, Kavicsnál betelt a pohár és a földet verve a doronggal magából kikelve kiabált:

„TÁDÉ, BEMONDJA A PAGÁTULTIT, VAGY NEM MONDJA BE?”

Tádé megijedt, mert ilyet még sosem hallott. Kavics tényleg nem volt még dühös a négy év alatt. Szóval Tádé úgy megijedt, hogy gyorsan bemondta. De persze megcsinálni nem tudta, úgy elbukta, mint a huzat. Kavics aznap alig akart vele szóbaállni.

„Egy szót sem szólt, de én annyira boldog voltam, de annyira...”
És most egy szép történet a 83/c-ből, lejegyzője Varga Szabolcs:

Egyik matekórán Kavics minden átmenet nélkül elkezd egyszer csak szavalni:

„RÓKA KOMA EGYKOR NAGY EHETNÉM LYUKBA BEBÚJTA”

Az osztály döbbenten néz. Egyszerre csak feldereng valahol nagyon-nagyon mélyen, hogy de hiszen én ezt olvastam valamikor (Lukács András: Játékos elmék, elmés játékok), ti. hogy anno debreceni diákok gúnyból gyártották ezt a versikét a disztichon gyakorlására. Most se tudom, hogy, de megmaradt a második sora, és mielõtt még meggondolhattam volna, befejeztem: „DOMBOS AZ OLDALA LETT, NEM LEHET ÁM GYERE KI!”

Kavics rámnézett, és bólintott kettőt, tudjátok, ahogy csak rátok szokott bólintani... :-)))... egy szót sem szólt, de én annyira boldog voltam, de annyira...

Fa?

 

Az alábbi is egy 83/c-s történet a fent említett Mohos Zoltán (= „Moha bácsi”) tollából:

Matek óra, a függvényeket tanuljuk ezerrel, Moha bácsit pedig nem érdekli kétezerrel. Páfránnyal (Rátkai Pista) már nagyon elmerültünk valamilyen megírandó számítógépes program lehetõségeiben a pad alatt, amikor a levegõt kettéhasítva hátulról hátbaver Kavics dörgõ hangja: "Moooooha! Esztergom szégyene! Mars ki a táblához!"

Ezek után pár perces kényelmetlen közjáték keretében szinte jelenként diktál fel egy egyenletet Kavics, merthogy én még a jelölésekkel sem vagyok teljesen tisztában. Az utolsó megadott jel egy egyenlõségjel a hosszú hieroglifa komplexum végén.

„Na, Moha bácsi, mivel egyenlő az, amit oly nehezen felírtál?” – kérdezi Kavics barna öltönyében két padsor között állva, két kezét hátul összefogva, kicsit előrehajolva, jobb szemöldökét felhúzva, ahogy a rendetlen+buta diákra szokott nézni.

Másfél óra (a többiek szerint fél perc) néma csönd. Kavics segít:      „Hát az, Moha, amit te megérdemelsz ezért a feleletért.”

Szemem felcsillan, megfordulok, és egy nagy 1-est helyezek el az egyenlõség után.

Az osztály vidáman morog, Kavics arca enyhén pirul: „Moooohaaaaa! Nem tudod? Hát mi ennek a feleletnek az értéke?”

Az osztály tekintetébõl vélhető, hogy minden bizonnyal mellényúltam, így Kavics új segítségét felhasználva korrigálom az értéket: letörlöm az 1-est, és a helyébe egy nagy zérust kerekítek.

Az alfa csoport erre már sokkal hangosabban kuncog (ahelyett, hogy segítenének a dögök), Kavics pedig már a jobb szájszélét is felhúzva, lassan, kéjes vigyorral mondja: „Nem, Moha, nem ezt érdemled. Amit érdemelsz, az egy fa. Egy hatalmas fa.”

Ezt már nem értem, de ha Kavics mondja, akkor így kell lennie, én hiszek Kavicsnak. Törlöm hát a nagy krumplit, és leírom az egyenlőség után, hogy „fa”.

Na, erre a társaság már teli torokból nevet. Kavics csak egy vészjósló morgást ereszt meg felém, majd odalép a táblához, és két íves vonalkával kiegészíti az irományomat.

A fa, amit le kellett volna írnom, így nézett ki: f(a).

Ki tudja, miért, a mai napig nem szerettem meg a függvényeket. Pedig akkor nem kaptam meg a jól megérdemelt f(a)-t.

Biztos vagyok benne, hogy felemelőbb történet is van Kavicsról, de úgy érzem, hogy ez jól jellemzi, milyen is volt.

temetési beszéd
A Fazekas tanárainak és diákjainak nevében búcsúzom Kőváry Károlytól, illetve dehogy is Kőváry Károlytól: a mi drága Kavicsunktól. Mert még előző iskolájában így nevezték el tanítványai, és ő büszkén viselte ezt a nevet, hiszen tanítványaitól kapta.

Volt kollégái és diákjai nevében búcsúzom, azt kellene tehát elmondanom, hogy mit ta​nultunk Tőle mi, a tanítványai és kollégái. De nem elég azt elmondani, hogy mint kollégák és diákok kaptunk Tőle, beszélnem kell arról is, amit mindezen túl, illetve mindezek előtt legszemélyesebben kaptunk tőle. 

Aki is​mer​te, akit tanított, az tudja, hogy milyen jó volt tudni, hogy van egy biz​tos pont az éle​tünk​ben, akit úgy hívnak: Kavics, akinek bátorító szavára, feszültségoldó mosolyára, tüzes vidámságára legrosszabb pil​la​natainkban is számíthattunk. Számíthat​tunk ingyen és anél​kül, hogy bármit is szólnunk kellett volna. Nehéz erről beszélni épp most, amikor olyan közelről érezzük, mennyire felfoghatatlan, hogy az, aki ilyen biztonságot, bizalmat és erőt sugárzott magából, aki ilyen biztos pont volt sokunk életében, és aki már mosolyá​val is emlékeztetni tudott minket arra, ami erős bennünk, meghalt. A megszokás majd​nem azt mondatta velem: többé nincs közöttünk – de a megszokás pontatlan és megbízha​tatlan fogalmazó. Mert nem igaz, hogy Kavics nincs közöttünk. Kevés ember van, akiről ilyen biztosan mondhatjuk, hogy most is közöttünk van, ami​kor pedig hiánya nagyon is fájdal​masan hasít belénk, s amikor azért jöttünk ide, hogy mind​örökre búcsút vegyünk Tőle.

Ez az ellentmondás nem hagy nyugodni és arra kényszerít, hogy ne érjem be azzal a na​gyonis sokkal, amit könnyű lenne elmondani róla, hanem amennyire erőmből telik, meg​próbáljam felidézni a legtöbbet, amit Kavics jelentett és jelent számomra és számunk​ra, mindazok számára, akik közelében élhettek. 

Mert könnyű elmondani, hogy mi mindent tanultunk Tőle matematikából, a matematika szépségeiből: hányunkat oltott be a geomet​ria szeretetével. A geometria a művészet a matematikában, mondta és valóban: gyönyörű volt, ahogyan matematikát tanított. Könnyű elmondani, hogy hány nem kifejezetten mate​matikai érdeklődésű tanítványával tudta megízlelteni a matematikai felfede​zés örömét és tu​dott így beavatni a matematika szépségébe. És könnyű elmondani, hogy történelmet is le​hetett tőle tanulni: a Laricsev feladatok számát sokszor így adta meg: III. Béla uralko​dá​​sának második éve, s megvárta, amíg kitotózzuk, melyik feladatra is gondolt. Számtalan vers​idézet tarkította óráit. És sorolhatnám még, amit tanulni lehetett tőle. Elmondhatnám azt is, ami nem titok, de ki kell egyszer nyilvánosan is mondani: hogy a Fazekasból nélküle nem lett volna az, ami, hogy a Fazekas matematika tagozata azért képvisel világszínvona​lat még ma is, mert ő ott volt és iskolát csinált: ő vezette a mate​matikai munkaközösséget, ő indította útjára a matematika táborokat, ő vezette a Szuper-szakkört és ő honosította meg a műhelymunkának azt a hangulatát, amely olyan ottho​nos​sá tette az óráit. Nem véletlenül ő kapta az első Rácz tanár úr díjat: mert ami Rácz tanár úr volt a Fasori Gimnáziumnak, az Kavics a Fazekasnak. 

De a legfontosabbat még ezzel sem mondtam el. Mert a legfontosabbról, amit tanulni lehe​tett tőle, nehezebb beszélni. Azt ugyanis szinte észrevétlenül, mert magától értetődően adta, sugározta magából. Az igazi szeretet nem látható és nem hivalkodik. Éppen ezért Kavics közelében mindenki megértőbb, türelmesebb lett, mert „ráragadt” valami Kavics természetéből. Kire több, kire kevesebb, érzékenységének megfelelően. S ma még inkább, mint máskor, azt kér​dezzük magunktól: vajon mennyi „ragadt ránk” Kavics szeretetének tágasságából és erejéből. Mert a legfon​tosabbra, amit Kavics kisugárzott magából, ez a megfelelő kifejezés: szere​te​té​nek tágassága és ereje. Ez az, amivel mindig közöttünk marad. Ez a szeretet mindenkit elfogadott és mindenkinek erőt adott a növekedéshez.

Mindenkit elfogadott, akiben a legkisebb csíráját is látta a növekedésnek és végtelen tü​relme volt, mert tudta: a növekedés mennyi belső konfliktussal jár. Sosem értette a türel​metlen, követelődző tanárokat, akik nem értik, hogy a növekedéshez tér kell és teret csak a szeretet teremt. Szeretete sosem volt tolakodó. Lao-cse, az egyik legrégibb kínai tanító mondja, hogy az igazi bölcs nagyra nevel és nem uralkodik. Kevesen vannak, akik úgy tudnak nevelni és vezetni másokat, hogy nem uralkodnak rajtuk. Kavicstól ezt lehetett megta​nulni. S mi tanítványai azt kérdezzük magunktól: vajon mennyire sikerült ezt meg​tanul​nunk, ellesnünk tőle? Kavics tágas szeretete mindenkiben látta és tisztelte az egyé​ni​séget. A legnehezebben kezelhető és legmakacsabb diákjait is megszelidítette, mert azt látta bennük, ami erősödni, növekedni akart. Mindenki egyéniségét tisztelte, de csak mo​solyogna azon, aki csak elvből tiszteli mindenkiben az egyéniséget. Mert az egyéniség tisztelete nála sokkal mélyebbről, a ter​mészetéből fakadt, s mert ösztönösen tudta, hogy sokkal mélyebben kell hozzá ismerni és tisztelni az emberi lét konfliktusait, s ez az ismeret elvekkel nem helyettesíthető.

Kavics szeretete erőt adott a növekedéshez. Talán ez volt, amit a legjobban szeretett és ki​fejezetten élvezett tanítványaiban: amikor látta, hogy hogyan növekednek, hogy hogyan sikerül legyőzniük a makacsul ellenálló nehézséget még nagyobb makacssággal. Amikor látta felcsillanni az értelmet szemükben. Maga is csillogó szemmel tudott beszélni arról, ha még alig állni tudó „pótunokájának” hosszú küzdelem után sikerült végre kidobnia a labdát a rácsos ágyból, vagy ha egyik tanítványának sikerült megoldania egy sokáig el​lenálló feladatot: a növekedésnek, az akarat erősödésének örült csillogó szeme. S szemé​nek ez a csillogása legrosszabb pillanatainkban is erőt adott és a saját erőnkre em​lé​kezte​tett minket. Akik ma itt vagyunk, azért vagyunk itt, hogy azokkal együtt, akik ma nem tudnak  itt lenni, köszönetet mondjunk ezért Kavicsnak. Köszönetet mondjunk azért, ami már mindörökre velünk marad, s amiért mostantól mi vagyunk a felelősek, hogy mindörökre itt maradjon köztünk.

Kedves Kavics! Köszönjük! És kérjük Istent, hogy legyen erőnk emlékezni arra, és élni. 
	Kétszerkettő NÉHA öt...
 

16 - 36 = 25 - 45
Most adjunk mindkét oldalhoz (9/2)2 -t !
16 - 36 + (9/2)2 = 25 - 45 + (9/2)2
Vegyük észre, hogy mind két oldalon teljes négyzetet látunk !
[4 - (9/2)]2 = [5 - (9/2)]2
Vonjunk, mindkét oldalból gyököt !
4 - (9/2) =  5 - (9/2)
A baloldalon szerepel 4, amiről tudjuk, hogy 2x2
2x2 - (9/2) =  5 - (9/2)
Adjunk mindkét oldalhoz (9/2)-t !
2x2 = 5 ??!!  


	


Kétszerkettő MÉGINT öt...
 

A=4=2x2, B=5, C=1
Tehát
C= B - A
Szorozzuk meg mind két oldalt (B - A) -val
C ( B - A ) = ( B - A )2
Végezzük el a kijelölt műveleteket !
CB - CA = B2 - 2AB + A2
Vonjunk ki, mind két oldalból A2 -t !
CB - CA - A2 = B2 - 2AB 
Most adjunk mindkét oldalhoz AB -t !
AB + CB - CA - A2 = B2 - AB
Most vonjunk ki mindkét oldalból CB -t !
AB - CA - A2 = B2 - CB - AB 
Vegyük észre, hogy mindkét oldal szorzattá alakítható !
A ( B - C - A) = B ( B - C - A)
Egyszerűsítsünk (B - C - A) -val !
A = B
Azaz, az eredeti feltételünk szerint…
A= 2x2 = 5 = B
	Biztos nyerés
 

Nyilván hallottál arról, hogy időről időre a szerencsejátékosok számára, különböző "biztosan nyerő" szisztémákat árultak. Ezek természetesen nem működtek, hiszen ha ismered a valószínűség számítást, és a kaszinók szabályait, legfeljebb javítani lehet az esélyeken, de biztosra menni nem lehet… Hiszen ha működnének, ki lenne az a bolond, aki eladná őket, ahelyett, hogy alkalmazva ne maga gazdagodna meg… Ennek ellenére (igaz, hogy csak elméletben…), létezik egy olyan módszer, amivel biztosan nyerni lehetne !!!
A "trükk" igazán egyszerű. Olyan játékot kell választani, ahol a nyert összeg duplája annak, amit feltettél. Ilyen, pl. ha a ruletten színre teszel, de lehet bármi más, lényeg, hogy a dupláját nyerd. 
Az (elméletben működő !), biztosan nyerő szisztéma a következő: kezd egy zsetonnal. Ha nyersz, dupláját kapod vissza, és a hozamod egy zseton nyereség. Ha vesztesz, tedd föl az előző tét dupláját (2 zsetont). Ha most nyersz 4 zsetont kapsz, és eddig 1+2=3 zsetont tettél fel, tehát a nyereséged ismét 1 zseton. Ha veszítenél, ismét duplázd meg az utolsó tétedet (tehát most 4 zsetont fogsz feltenni). Ha ezúttal nyersz 8 zsetont kapsz, és ez eddig 1+2+4=7 zsetonodba került).
Nyugodtan levezetheted általánosan is, a lényeg az, hogy ha ezzel a módszerrel (azaz bukás esetén az utolsó tét állandó duplázásával, nyerés esetében pedig az azonnali újra kezdéssel, természetesen 1 zsetonnal) garantált a nyerésed. Ez a garantált hozam 1 azaz egy zseton. Ez nem tűnik soknak, de sok kicsi sokra megy, és ez BIZTOS !
Mielőtt azonban arra gondolnál, hogy eljött az ideje a könnyű és gyors meggazdagodásodnak, és berohannál az első kaszinóba, mert itt a biztosan nyerő szisztéma a kezedben, nézzük, hogy miért mondtam azt, hogy CSAK ELMÉLETBEN működik ez a módszer !!!
Először is nem tudnád finanszírozni. Nem véletlen, hogy a zsetonok értéke magas… Lehet, hogy most arra gondolsz, hogy "mindössze" duplázni kell és ez nem sok, de számolj nyugodtan utána, hogy mekkora összeg lenne ez, ha mondjuk egymás után 10 -szer veszítenél, de lehet, hogy 20 -szor fogsz veszíteni, nem tudhatod előre…
Most biztosan arra gondolsz, hogy barátaiddal összedobjátok a pénzt, és nem gond a finanszírozás. 
Van még egy rossz hírem. Ezt a módszert nem csak te ismered, hanem a kaszinók is, ezért van limitálva a maximálisan feltehető összeg. Tehát ezzel előbb utóbb megtörik a biztos nyerés láncolatát, és addig irgalmatlan összeget fogsz BIZTOSAN ELVESZÍTENI , mert a limit elérése után már nem duplázhatsz tovább !!!


	


n = 0.9999999999...... racionális szám
akkor,
10n = 9.9999999999......
Így
10n - n = 9n
azaz
10n = 9.999999999999.......
- n = 0.99999999999.......
9n = 9
 

ebbõl egyszerûsítéssel
n = 1 ???? :)))))) 
10 cent = 10 $ ?
 

10 cent = 1/10 $
mivel
1/5 $ = 20 cent
és
1/2 $ = 50 cent
alakítsuk a kiinduló egyenlet jobb oldalát szorzattá
1/10 $ = 1/5 $ x 1/2 $
tehát
1/5 $ x 1/2 $ = 20 cent x 50 cent
végezzük el a szorzást
20 cent x 50 cent = 1.000 cent
mivel
1.000 cent = 10 $
ha figyelembe vesszük, hogy mibõl indúltunk ki, akkor 

10 cent = 10 $ ? ;-) 
Orosz módszer
 

A sok hibás levezetés után ismét egy érdekesség, aminek segítségével könnyedén lehet összeszorozni két számot. 
Állítólag ugyan azon ok miatt született, mint az ebben a fejezetben megtalálható "Szorzás", nehezen kiolvasható (pl. római) számokkal való szorzás megkönnyítésére. Ez már többszámjegybõl álló számok esetében is alkalmazható !
Ez az un. "Orosz módszer", amelynél csak ismételt duplázásra és felezésre van szükség. 
Egymás mellé írjuk a két összeszorzandó számot.
Az egyiket (célszerûen a nagyobbikat) duplázzuk.
A másikat felezzük (ha lenne maradék, azt elhagyjuk).
Ezt addig végezzük (és írjuk egymás alá a kapott számokat), amíg a felezéssel el nem jutunk "egy"-ig. (Ezért célszerûbb a kisebbiket felezni.)
Ezután megnézzük, melyik felezéses oszlopban látunk páros számot.
Ezeket a sorokat áthúzzuk.
A megmaradt számokat a duplázással kapott oszlopban összeadjuk, és az összeadás eredménye a kérdéses két szám szorzata lesz.
Az alábbi példa alapján világosabb lesz. Nézzük, mennyi ezzel a módszerrel 58 x 249 ?
  

	Felezzük
	Duplázzuk

	58
	249

	29
	498

	14
	996

	7
	1.992

	3
	3.984

	1
	7.968

	össz.:
	14.442


 

Tehát a felezett oszlop páros számainak áthúzása után, a duplázott oszlopban látható, át nem húzott számok összege a kérdéses szorzat.
58 x 249 = 14.442
Izgulnál ?
 

Egy egzotikus országban nyaralsz. Közben megtudod, hogy egy ritka betegséget kaphatnak meg azok, akik ide utaznak. Minden 1.000 turistából egy megkapja ezt a betegséget.
Hazaérve megvizsgáltatod magadat. A tesztrõl azt tudod, hogy a megbízhatósága:
- ha valóban beteg vagy 99 % biztonsággal mutatja ezt ki,
- ha egészséges vagy 98 % pontossággal jelzi a teszt.
A vizsgálat pozitív (vagyis azt jelzi, hogy megkaptad a betegséget…), ami azt jelenti, hogy egy kisebb mûtéti beavatkozásra lesz szükség, és ez három napos kórházi tartózkodást igényel. Eleinte nincsenek olyan tünetek, ami alapján egyértelmûen felismerhetõ a betegség. Minél elõbb végzik el a mûtétet, annál nagyobb a gyógyulás valószínûsége.
Izgulnál-e ennek ismeretében ?
Mit saccolsz, mivel a teszted pozitív lett, hány % annak a valószínûsége, hogy megkaptad a betegséget ?
99 %
98 %
körülbelül 95 %
körülbelül 50 %
körülbelül 5 %
2 %
1 %



Szokásommal ellentétben, most nem hagyom nyitva a kérdést, elkerülendõ a számtalan levélküldést. Azért olvashatod ezt a részt kisebb betûkkel, hogy azért legyen lehetõséged gondolkodni a fenti kérdésen.
Tegyük fel, hogy 100.100 db turista veti alá magát a tesztnek. Közülük kb. 100 beteg van, és 100.000 egészséges. A száz beteg közül a teszt 99-et jelez betegnek (helyesen), és egyet egészségesnek (hibásan).
A 100.000 egészséges közül a teszt 98.000 személyt egészségesnek nyilvánít (helyesen), és 2.000 esetben jelez betegséget (helytelenül).
Összesen 2.099 db turista esetében pozitív a teszt. Annak a valószínûsége, hogy valóban a 99 beteg között vagy 99 / 2.099 = 0,0472 (4,72 %), azaz kb. 5 %
Általában lényegesen magasabb kockázatot saccolnak az emberek. Ha te is így jártál volna, semmi okod az elkeseredésre. Ugyan ezt a kérdést feltették az Európai Radioonkológiai Társaság (ESTRO) egyik zárt ülésén, a résztvevõk harmadának. A 15 megkérdezett közül csak egy adott helyes választ, 11-en teljesen rossz 99, 98, 95 százalékra, ketten kb. 50 százalékra, egy személy pedig a 2 százalékra voksolt. Ennek az az érdekessége, hogy a megkérdezettek többsége európai, vagy amerikai felsõoktatási intézményekben tanít, ötûket pedig a szûrõvizsgálati tesztek szakértõi között tartják számon.
64 = 65 ?
:-)) 
[image: image32.png]64=65 7




KÖMAL Geometria feladatok C
(2004-2006)
2004 szeptember
C. 773. Egy trapéz alakú földdarab párhuzamos oldalai 2100 méter és 1500 méter, a szárak hossza pedig 613 méter és 37 méter. Hány négyszögöl a telek területe? 
C. 774. Mekkora területű a derékszögű koordinátarendszerben azoknak a P(x;y) pontoknak a halmaza, amelyekre teljesül, hogy |x+y|+|x-y|<4? 
2004 október
C. 776. Mutassunk példát olyan derékszögű háromszögre, amely felbontható öt egybevágó háromszögre. 
C. 779. Egy 12x12x35 cm-es, 5 kg tömegű gépsonkát ferdén vágtunk el úgy, hogy a paralelogramma alakú metszet oldalhosszúsága 15 és 20 cm. Mekkora lehet a keletkezett két darab tömege?
2004 november
C. 782. A parttal párhuzamosan, attól 200 méterre halad egy vitorlás a Balatonon. Valaki folyamatosan egy irányban úszva szeretné elérni a közeledő hajót. A parthoz képest milyen szögben kell elindulnia, ha a vitorlás sebessége 15 km/h, az úszó sebessége 2 km/h, és induláskor a parton mérve 2 km távolságban van a hajótól?
C. 783. Az ábrán látható szürkével jelölt tartományt az A csúcsú 30o-os szög szárai és egy O középpontú körív határolják. Mekkora a tartomány területe, ha
AO=AB=1.
[image: image33.png]



C. 784. Az ABCDEFGH téglatestben - a szokásos betűzéssel - AE = 1, AD = 2, AB=3. Mekkora annak a testnek a térfogata, amelynek a csúcsai A és C, valamint az EFGH lap éleinek a felezőpontjai? 
2004 december
C. 786. Rögzíteni szeretnénk a függönyt a karnisra. Az egyenlő távolságokat akkor tudjuk egyszerűen biztosítani, ha a két szélső csipesz odacsíptetése után a maradékban van középső, sőt azt is megköveteljük, hogy ez minden további kettéosztásnál, a középső csipesz rögzítése után is teljesüljön. Hány csipeszt tehetünk a karnisra, ha így szeretnénk rögzíteni a függönyt? 
C. 789. Vízszintes síkra helyeztünk 8 darab r sugarú golyót úgy, hogy középpontjaik egy szabályos 8-szög csúcsaiban vannak, a szomszédos golyók pedig érintik egymást. Mekkora annak a gömbnek a sugara, amelyik érinti a síkot és a golyókat? 
2005 január
C. 790. Egy konkáv négyszög oldalainak felezőpontjait összekötöttük az ábrán látható módon. Hogyan aránylik az így kapott négyszög területe az eredeti négyszög területéhez?
[image: image34.png]



C. 794. Egy gömb két párhuzamos síkmetszetének területe 9[image: image35.png]


 és 16[image: image36.png]


. A síkok távolsága egységnyi. Mekkora a gömb felszíne? 
2005 február
C. 796. Egy derékszögű háromszög beírható körének sugara az átfogóhoz tartozó magasság 0,45-szorosa. Mekkorák a háromszög hegyesszögei? 
C. 797. Egy négyzet alakú étkező asztal lábainak hossza valamilyen körüljárás szerinti sorrendben 70 cm, 71 cm, 72,5 cm és 72 cm. Billeg-e az asztal, vagyis van-e két olyan asztalláb, amely soha nem támaszkodik egyszerre a padló síkjára? 
C. 799. Egy tetraéder minden csúcsában ül egy-egy hangya. Egy adott pillanatban mindegyikük elindul egy véletlenszerűen kiválasztott élen, és átmászik rajta a szomszédos csúcsba. Mennyi annak a valószínűsége, hogy két hangya találkozik útközben vagy az út végén? 
2005 március
C. 801. Az egyiptomi háromszögbe, amelynek oldalai 3, 4, 5 egység hosszúak, írjunk téglalapot, amelynek a csúcsai a háromszög oldalaira illeszkednek és oldalainak aránya 1:3. Határozzuk meg a téglalap oldalainak hosszát. 
C. 802. Összehajtható, téglalap alakú asztalt akarunk készíteni oly módon, hogy az asztallap összecsukva az ABCD, derékszöggel elforgatva az A'B'C'D' és szétnyitva a B1B'C'C1 helyzetben van. Hová kell helyeznünk a forgástengelyül szolgáló csapszeget?
[image: image37.png]



Hogyan válasszuk meg az ABCD asztallap méreteit, ha nagyobb vendégségek esetére szeretnénk fenntartani azt a lehetőséget, hogy a B1B'C'C1 helyzetű nagy asztallapból az előző eljárással (derékszögű elforgatás, majd szétnyitás után) egy még nagyobb asztallapot kapjunk, miközben a csapszeg helye nem változik?
2005 április
C. 807. Egy négyszög két szomszédos oldalának hossza 2, illetve 1 egység, közrezárt szögük 60o. A négyszög húr- és érintőnégyszög is egyben. Mekkora a négyszög másik két oldala? 
C. 809. Az egységnyi élű ABCDEFGH kocka AE élének felezőpontja P, a BCGF lap középpontja R.
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a) Mekkora területű síkidomban metszi a kockát a P, B, R pontokon átmenő sík?
b) A fenti sík két testre vágja a kockát. Mennyi a részek térfogatának az aránya?
2005 május
C. 813. Egy téglalap egyik oldala 10 cm hosszú. Mekkora a téglalap másik oldala, ha egy 10 cm x1 cm-es téglalap átlósan is éppen elfér benne? 
2005 szeptember
C. 818. Egy kör alakú asztalra rátettünk egy négyzet alakú terítőt úgy, hogy a középpontjaik egybeestek. A kör és a négyzet kerülete egyenlő. Az asztallap területének hány százalékát takarja a terítő? 
C. 819. Az ABCDEF szabályos hatszög K középpontjában, továbbá a B csúcsában egy-egy légy, az A csúcsban pedig egy pók ül. A B csúcsból a C irányába, a K-ból pedig az E irányába egyszerre, azonos sebességgel elindulnak a legyek. (A pók helyben marad.) Mutassuk meg, hogy a mozgás során mindig egy szabályos háromszög csúcsaiban vannak. 
2005 október
C. 821. Az egységnyi oldalú ABCD négyzetet elforgatjuk a C csúcsa körül 90o-kal. Mekkora területet súrol az AB oldal? 
C. 824. Egy kocka alaplapjának körülírt köre és fedőlapjának beírt köre egy csonkakúp alap-, illetve fedőköre. Hogyan aránylik a csonkakúp térfogata a kocka térfogatához? 
2005 november
C. 827. Repülőn utazunk. A szemünktől 20 cm-re lévő ablakon kinézve egy-egy hajót pillantunk meg a 25 cm×40 cm-es ablak alsó sarkainak irányában. Tudjuk, hogy a repülő 10,3 km magasan halad, a mi szemmagasságunk pedig az ablak vízszintes felezővonalában van. Milyen távol van egymástól a két hajó? 
C. 828. Mekkora az x+y=2005, [image: image39.png]I v
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egyenletű egyenesek által közrezárt háromszög területe? 
2005 december
C. 832. Adott a koordinátarendszerben három pont: A(2;1), B(3;4), C(2;11). Igazoljuk, hogy az OB félegyenes felezi az AOC szöget. 
C. 833. Egy négyzet alapú egyenes gúla alapéle és magassága is 40 cm. Az oldallapokon szeretnénk egy vonalat rajzolni az alaplap egyik csúcsából az alaplap átellenes csúcsába. Milyen hosszú a legrövidebb ilyen vonal? 
2006 január
C. 837. Legfeljebb hány 180o-nál nagyobb belső szöge lehet egy 2006 oldalú sokszögnek? 
C. 839. Egy konvex négyszög három oldala 1 cm, 4 cm és 8 cm hosszú, átlói merőlegesek egymásra. Mekkora lehet a negyedik oldal? 
2006 február
C. 842. Tíznél több egységnyi fakockából egy nagy, tömör kockát építettünk, majd a nagy kocka minden lapját befestettük. Ezután különválasztottuk a többitől azokat a kis kockákat, amelyeknek van befestett lapja. Lehet-e a festett kockák száma többszöröse a festetlen kockák számának? 
C. 843. Az ABC háromszögben [image: image41.png]BAC/ = 458°



. Az AC oldal A-hoz közelebbi harmadolópontját jelölje P. Tudjuk, hogy [image: image42.png]ABP/ = 158°



. Mekkora az [image: image43.png]


? 
C. 844. Egy henger tengelymetszetének kerülete 90 cm. Legfeljebb mekkora lehet a henger térfogata? 
2006 március
C. 847. Adjunk meg olyan egyenest, amely az ,,egyiptomi'' háromszög
(oldalai: 3, 4, 5) kerületét és területét is felezi. 
2006 április
C. 850. Egy egység oldalú szabályos hatszöglemez tetszőleges belső pontját tükrözzük a hat oldal felezőpontjára. Számítsuk ki az így kapott hatszög területét. 
C. 853. A térben egy pontból kiinduló négy félegyenes páronként ugyanakkora, nullától különböző szöget zár be. Mekkora ez a szög? 
2006 május
C. 855. Szükségünk van egy 60o-os szögre, de nincs más eszközünk, csak egy téglalap alakú papírlapunk. Először félbehajtjuk a téglalapot, azért, hogy lássuk az egyik középvonalát. Ezután az egyik csúcsát ráhajtjuk a középvonalra, egy szomszédos csúcsra illeszkedő hajtásvonal mentén, ahogyan ezt az ábra mutatja. Igazoljuk, hogy az így kapott trapéz hegyesszöge 60o-os.
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C. 858. Egy téglalap ugyanakkora kerületű és területű, mint egy olyan rombusz, amelynek egyik szöge 30o. Mekkora a téglalap oldalainak aránya? 
C. 859. Bizonyítsuk be, hogy bármely háromszögben: 
[image: image45.png]2absin (y + 30°) = b + 2acsin (3 4 30°)





2006 szeptember
C. 861. Egy részleges napfogyatkozásnál, amikor a Hold és a Nap látszólagos átmérője ugyanakkora volt, a maximum pillanatában a holdkorong széle a napkorong középpontjára illeszkedett. Hány százalékos volt a napfogyatkozás? 
C. 864. Egy ,,kockás lapra'' rajzolt háromszög oldalainak hossza: [image: image46.png]


, [image: image47.png]


és 5. Bizonyítsuk be, hogy legkisebb szöge 45o-os. 
2006 október
C. 867. A derékszögű koordinátarendszer origójából indulva rajzolunk egy töröttvonalat az ábra szerint. Minden negyedik szakasz megrajzolása után visszajutunk az y tengelyhez, ahogyan az ábra mutatja. 
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Egy hazánkban gyártott golyóstoll csomagolásáról megtudtuk, hogy az íráshossza 8000 méter. Ha ezzel a tollal megrajzolnánk egy 0,5 cm egységű koordinátarendszerben a megadott 8000 méter hosszúságú vonalat, hányszor érkeznénk vissza az y tengelyhez? 
C. 868. Adott a síkban négy különböző pont. A négy pont közötti hat távolság közül négy távolság egységnyi, egy pedig 1,2. Mekkora lehet az ismeretlen hatodik távolság? 
C. 869. Egy R sugarú gömbbe írt henger magassága [image: image49.png]


. Hányadrésze a henger térfogata a gömb térfogatának? 
2006 november
C. 872. Egy 12 cm sugarú negyedkörlapból kivágunk az egyik határoló sugara fölé, mint átmérő fölé rajzolt félkört. Az így kapott síkidomba rajzolt legnagyobb körnek mekkora a sugara? 
C. 874. Egy 3 m oldalú négyzet alapú újságos pavilon tetőszerkezete két egymást átható szabályos háromoldalú hasáb, amelyek egy-egy oldallapja a mennyezettel esik egybe. (A két hasáb egymáshoz képest 90o-kal el van forgatva.) Mekkora a tetőfelület nagysága? 
2006 december
C. 877. Egy téglalap alakú lapot kettéhajtottunk az átlója mentén úgy, hogy a négy csúcs egy olyan húrtrapézt határoz meg, amelynek három oldala egyenlő, a negyedik oldal hossza pedig [image: image50.png]10V3



. Mekkorák az eredeti téglalap oldalai? 
C. 878. Egy szabályos négyoldalú gúla magassága kétszerese az alapél hosszának. Hányadrésze a gúlába beírt kocka térfogata a gúla térfogatának? (A beírt kocka négy csúcsa a gúla oldalélein, négy csúcsa az alaplapon van.) 
Információk: www.komal.hu
Fibonacci-számok
A Fibonacci-számok a matematikában az egyik legismertebb rekurzív sorozat elemei. Az első két elem 0 és 1, a további elemeket az előző kettő összegeként kapjuk:
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Eredet:
~I.e. 450-200: Pingala egyik művében jelent meg először…

~1150: Két indiai matematikus, Gopala és Hemacsandra írta le, akik a szanszkrit költészet elméleti kérdéseit vizsgálva ütköztek egy összegre bontási problémába…

~1202: Nyugaton tőlük függetlenül találta meg Fibonacci, aki Liber Abaci (Könyv az abakuszról) című művében egy képzeletbeli nyúlcsalád növekedését adta fel gyakorlófeladatként…

~1611: Kepler, könyvében, a The Six-Cornered Snowflake-ben újra felfedezte, és különféle természeti jelenségekkel hozta kapcsolatba…

Matematikai definíció:
Az n-edik Fibonacci-szám jele un (Fn inkább az ismeretterjesztő irodalomban). A Fibonacci-számok egy lineárisan rekurzív sorozatot alkotnak.

Az első néhány Fibonacci szám: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, 10946...

Binet-formula / Aranymetszés:
A szomszédos Fibonacci-számok aránya (Fn+1/Fn) [image: image52.png]


 -hez, az aranymetszés értékéhez tart:
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azaz

x2=x+1,

ennek a másodfokú egyenletnek pedig éppen [image: image59.png]


 és 1- [image: image60.png]


 a megoldásai.

(Valójában ennél több is elmondható: az Fn+1/Fn törtek éppen a [image: image61.png]


 lánctörtbe fejtésével kapott közelítő törtek.)

Az egyenlet mindkét oldalát xn-nel beszorozva a

xn+2=xn+1+xn
egyenlőséget kapjuk.

Ez azt jelenti, hogy a [image: image62.png]ne @



és a [image: image63.png]n— (1 —0)



sorozatok (és minden lineáris kombinációjuk) kielégítik a Fibonacci-rekurziót.

Az együtthatók megfelelő megválasztásával elérhetjük, hogy a helyes F0=0 és F1=1 értékeket kapjuk:
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Az így kapott
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képlet a Fibonacci-számok zárt alakja, ezt nevezzük Binet-formulának.

Általánosítások:
A Fibonacci-sorozat kifejezést általánosabb értelemben minden olyan g sorozatra alkalmazzuk, ami a gn + 2 = gn + gn + 1 rekurzív képlettel adható meg. Belátható, hogy minden ilyen sorozat átírható gn = aFn + bFn + 1 alakba, más szóval a Fibonacci-sorozatok egy vektorteret alkotnak az Fn és Fn + 1 sorozatokkal mint bázissal.

A Fibonacci-sorozatok további általánosítása a Lucas-sorozatok.

Egy másfajta általánosítás a Fibonacci-polinomok.

Polibonacci-számok:
A Tribonacci-számokat a Fibonacci-számokhoz hasonlóan számítjuk, de kettő helyett három korábbi elemet adunk össze. (Az első néhány elem: 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149...). Hasonlóan definiáljuk a tetranacci, pentanacci stb. számokat, de a kutatók nem tartják őket különösebben érdekesnek.

Tulajdonságai:
Az egyetlen Fibonacci-szám, ami egyben négyzetszám is (a 0-t és az 1-et kivéve) a 144. 1982-ben igazolta Pethő Attila, hogy csak véges sok Fibonacci-szám teljes hatvány. Legújabban Y. Bugeaud, M. Mignotte és S. Siksek bebizonyította, hogy csak 8 és 144 teljes hatványok.

Repfigitek:
A repfigitek (repetitive Fibonacci-like digit, ismétlődő Fibonacci-szerű számjegy) vagy Keith-számok olyan számok, amiknek a számjegyeiből egy lineáris rekurzív sorozatot alkotva a sorozat tartalmazza magát a számot. A kétjegyű repfigitek (ezeknél a lin. rek. sorozat Fibonacci-sorozat): 14, 19, 28, 47, 61, 75.

Fibonacci-számok kiszámítása:
A rekurzív képlet közvetlenül nem alkalmas nagy Fibonacci-számok kiszámítására, mert a korábbi Fibonacci-számokat sokszor ki kell számítani hozzá, amitől a futásidő exponenciálissá válik. (Kivétel ez alól, ha a használt programnyelv "megjegyzi" az egyszer már kiszámított értékeket - ez a helyzet pl. bizonyos funkcionális nyelveknél.) A legegyszerűbb módszer két változó használata, amelyek kezdetben 0 és 1 értékeket kapnak, majd az elsőt minden lépésben felülírjuk a másodikkal, a másodikat pedig a kettő összegével. Nagy n-re O(log n) szorzással megkaphatjuk, ha az alábbi képletből számoljuk gyors hatványozással:
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Alkalmazások:
A Fibonacci-számoknak nagy jelentősége van az euklidészi algoritmus futásidejének elemzésében: az algoritmus akkor a leglassabb, ha két szomszédos Fibonacci-szám legnagyobb közös osztóját kell kiszámolni.

Matyijaszevics kimutatta, hogy a Fibonacci-számok diofantoszi halmazt alkotnak, és ebből kiindulva válaszolta meg Hilbert tizedik problémáját.


A Pascal-háromszögben bizonyos átlók mentén összegezve a számokat Fibonacci-számokat kapunk.

Egy n hosszú szakaszt Fn + 1-féleképpen lehet kirakni 1 és 2 hosszú szakaszokból.

Egy 2*n-es sakktáblát 2*1-es dominókkal Fn + 1-féleképpen lehet lefedni (Dickau).

Az 1, 2, ... n számokból Fn + 2-féleképp lehet kiválasztani egy részhalmazt úgy, hogy ne kerüljenek bele szomszédos számok (1-et és n-t is szomszédosnak tekintve).

Azoknak a bitsorozatoknak a száma, amikben nincs két egymást követő 0, Fn + 2; annak az esélye, hogy n egymást követő pénzfeldobás során nem kapunk kétszer egymás után fejet, Fn + 2 / 2n.


A zenében néha hangolásra használják, máskor időtartamok arányainak meghatározására. Egy példa erre Bartók Béla Zene húros-, ütőhangszerekre és cselesztára című műve.

Minden pozitív egész szám felírható különböző Fibonacci-számok összegeként; ha a Fibonacci-számok között nem lehet két egymást követő, akkor a felírás egyértelmű. Ez a Zeckendorf-tétel, maga a felírás pedig Zeckendorf-reprezentáció vagy Fibonacci-számrendszer néven ismeretes.

A mérföld és a kilométer közötti váltószám (1.609) közel van az aranymetszéshez, ezért a kettő közötti átváltás közelíthető egy bitenkénti eltolás művelettel a Fibonacci-számrendszerben.

Érdekességek:

Fibonacci-számok a természetben
A virágszirmok száma gyakran Fibonacci-szám: például a liliomnak, a nősziromnak és a hármassziromnak három; a haranglábnak, a boglárkának, a larkspurnak és a vadrózsának öt; a szarkalábnak, a vérpipacsnak és a pillangóvirágnak nyolc; a jakabnapi aggófűnek, a hamvaskának és a körömvirágnak 13; az őszirózsának, a borzas kúpvirágnak és a cikóriának 21; a fodroslevelű margitvirágnak, az útilapunak és egyes százszorszépeknek 34; más százszorszép-fajoknak pedig 55 vagy 89 szirma van.

Fibonacci-spirálba rendeződnek például a fenyőtoboz és az ananász pikkelyei, a napraforgó magjai, a málna szemei, a karfiol rózsái és egyes kaktuszok tüskéi.

A növények szárán az egymást követő levelek elfordulása többnyire (egyes becslések szerint 90%-ban) Fn / Fn + 2 teljeskör (pl. szilfa és hárs esetén 1/2, bükknél, mogyorónál és szedernél 1/3, tölgynél, almánál, cseresznyénél és meggynél 2/5, nyárnál, rózsánál és baracknál 3/8, fűznél és mandulánál 5/13). 

Egy méh n-generációs őseinek a száma az n-ik Fibonacci-szám.

Fibonacci-számok az irodalomban
A Fibonacci-sorozatnak fontos szerepe van Dan Brown bestsellerében, A Da Vinci-kódban, és Darren Aronofsky filmjében, a π-ben.
Kőváry Károly és Urbán János a díjkiosztón
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Kavics, a tekebajnok
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