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1
. feladat

Melyik az a két, a számsorban egymás után következö, páratlan szám, amelyeknek négyzetösszege

n( n+1 )

----------

2

alakú, ahol n természetes szám.

2. feladat

Egy A és B között közlekedö vonat 20 perccel korábban érkezik B-be, ha sebessége óránként 5 km-rel meghaladja a menetrendszerü sebességet; viszont 25 perc késéssel érkezik, ha sebessége óránként 5 km-rel kevesebb, mint a menetrend szerint. Mekkora a menetrend szerinti sebesség?

3. feladat

Határozzuk meg a

33...3                           66…6

1984 db           ·           1984 db

szorzat számjegyeinek összegét!

4. feladat

Tavaly a teniszezök átlagosan tizennyolc különbözö ellenféllel játszottak. Kiválasztható-e néhány versenyzö úgy, hogy ha csak ezek egymás elleni mérközéseit tekintjük, akkor mindenki legalább tíz másikkal játszott?

5. feladat

Hányféleképpen lehet megválasztani az a, b, x, y, z pozitív egész számokat úgy, hogy teljesüljön a következô három feltétel:

- x, y és z legnagyobb közös osztója a;

- x, y és z legkisebb közös többszöröse b;

· a és b szorzata 101997?

6. feladat

Hány olyan pozitív egész tízes számrendszerbeli n-jegyü szám van, amelynek számjegyösszege n3 - 40, ahol n pozitív egész szám?

7. feladat

Az a, b, c, d egész számokra a     <     b     <     c     <     d teljesül. Tudjuk, hogy az E=(b−a)(b+c+d)(c+a+d)+(c−b)(c+a+d)(a+b+d)+(a−c)(a+b+d)(b+c+d)

kifejezés értéke prímszám. Mi ennek a prímszámnak az értéke?

8. feladat

ABC háromszögben BC < CA < AB. A BC oldal felezömerölegese Q-ban, az AC oldal felezömerölegese P-ben metszi a C-böl induló magasság egyenesét. Mekkora a háromszög legnagyobb szöge, ha 4PC·CQ=AB2 ?

Az elcserélt levelek problémája

„Hányféleképpen tehetünk n darab levelet n darab megcímzett borítékba úgy, hogy egyik se a megfelelőbe kerüljön?”

A kérdést először Pierre Raymond de Montmort tette fel 1708-ban; az első helyes megoldást Nicolaus Bernoulli I. adta. Később Euler is tárgyalta a problémát „Questio curiosa ex doctrina combinationis” név alatt, és – Bernoullitól teljesen függetlenül – meg is oldotta. 

Jelöljük a leveleket A, B, C, … betűkkel, a borítékokat a, b, c, … betűkkel, a  permutációk számát x-szel!

Vizsgáljuk meg a problémát kis n-ekre!

	n
	Lehetséges permutációk
	x

	
	A levelek sorrendje
	A borítékok sorrendje
	

	1
	A
	-
	0

	2
	AB
	ba
	1

	3
	ABC
	bca
	2

	
	
	cab
	

	4
	ABCD
	badc
	9

	
	
	dabc
	

	
	
	cadb
	

	
	
	dcab
	

	
	
	cdab
	

	
	
	bdac
	

	
	
	bcda
	

	
	
	cdba
	

	
	
	dcba
	


1 levelet nem lehet felcserélni. (x=0)

n=2 esetén A levelet – mivel nem kerülhet a borítékba – csak b borítékba tehetjük, B levelet pedig, kizárásos alapon, a-ba. (x=1)

n=3 esetén A levelet 2 helyre, b-be és c-be tehetjük. A 2 eset szimmetrikus, tegyük most b-be! Ekkor B levél nem kerülhet a-ba, mert akkor C c-be kerülne. Tehát B c-be, C pedig a-ba kerül. (x=2*1=2)

n=4 esetén A-t 3 helyre, b-be, c-be és d-be tehetjük. A 3 eset szimmetrikus, tegyük b-be! Ha B-t a-ba tesszük, akkor a C-t és D-t levelek helyzete megegyezik az n=2-es esettel. Ha B-t nem a-ba tesszük, akkor B, C és D levelek helyzete megegyezik az n=3-as esettel: van 3 levél, és mindegyikhez tartozik egy boríték. (C-c, D-d, B-a) (x4=(x2+x3)(4-1)=(1+2)(4-1)=3*3=9)

Ez alapján általánosan elmondhatjuk, hogy xi=(xi-1+xi-2)(i-1).

Írjuk át az egyenletet xn-x*xn-1=-1(xn-1-(n-1)*xn-2) alakba! Így az alábbi egyenleteket kapjuk:

x3-3*x2=-(x2-2*x1)

x4-4*x3=-(x3-3*x2)

x5-5*x4=-(x4-4*x3)

x6-6*x5=-(x5-5*x4)

…

xn-n*xn-1=-(xn-1-(n-1)*xn-2)

Ezeket összeszorozva:

xn-x*xn-1=(-1)n-2(x2-2*x1)

Mivel x1=0; x2=1 és (-1)n-2=(-1)n:

xn-n*xn-1=(-1)n

xn/n!-xn-1/(n-1)! =(-1)n-2/n!

Ha behelyettesítjük a formulába 2, 3, 4, … n-et:

x2/2!-x1/1!=(-1)2-2/2!

x3/3!-x2/2!=(-1)3-2/3!

x4/4!-x3/3!= (-1)4-2/4!

…

xn/n!-xn-1/(n-1)!= (-1)n-2/n!

Összeadva ezt az n-1 egyenletet:

xn/n!=1/2!-1/3!+…+-1/n!

xn=n!(1/2!-1/3!+…+-1/n!)

A fixpont nélküli permutációk számának a jelölésére vezették be a szubfaktoriálist:

!n=n!(1/2!-1/3!+…+-1/n!)

Felírhatjuk másképpen is:
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- What I’ve learned about Algorithms and Graph Theory - 
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I. Sorting Algorithms


1) Bubble sort

This is a simple sorting algorithm. The algorithm makes repeated passes through a list of numbers, on each pass adjacent1 numbers in the list are compared and switched if they are in the wrong order.

Step 1: If there is only one number in the list then stop.

Step 2: Make one pass down the list comparing numbers in pairs and swapping as necessary.

Step 3: If no swaps have occured in a pass then stop otherwise ignore the last element of the list and return to step 1.

Example: Sort 16, 9, 4, 6, 12, 3, 8, 7 in ascending2 order

	1st Pass
	16
	9
	4
	6
	12
	3
	8
	7
	
	2nd Pass
	9
	4
	6
	12
	3
	8
	7
	16

	
	9
	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	4
	9
	
	
	
	
	
	

	
	
	4
	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	6
	9
	
	
	
	
	

	
	
	
	6
	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	9
	12
	
	
	
	

	
	
	
	
	12
	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	3
	12
	
	
	

	
	
	
	
	
	3
	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	8
	12
	
	

	
	
	
	
	
	
	8
	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	7
	12
	

	
	
	
	
	
	
	
	7
	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	12
	16

	Result of 1st Pass 
	9
	4
	6
	12
	3
	8
	7
	16
	
	Result of 2nd Pass
	4
	6
	9
	3
	8
	7
	12
	16


	3rd Pass
	4
	6
	9
	3
	8
	7
	12
	16
	
	4th Pass
	4
	6
	3
	8
	7
	9
	12
	16

	
	4
	6
	
	
	
	
	
	
	
	
	4
	6
	
	
	
	
	
	

	
	
	6
	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	3
	6
	
	
	
	
	

	
	
	
	3
	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	6
	8
	
	
	
	

	
	
	
	
	8
	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	7
	8
	
	
	

	
	
	
	
	
	7
	9
	
	
	
	
	
	
	
	
	8
	9
	
	

	
	
	
	
	
	
	9
	12
	
	
	
	
	
	
	
	
	9
	12
	

	
	
	
	
	
	
	
	12
	16
	
	
	
	
	
	
	
	
	12
	16

	Result of 3rd Pass
	4
	6
	3
	8
	7
	9
	12
	16
	
	Result of 4th Pass
	4
	3
	6
	7
	8
	9
	12
	16

	5th Pass
	4
	3
	6
	7
	8
	9
	12
	16

	
	3
	4
	
	
	
	
	
	

	
	
	4
	6
	
	
	
	
	

	
	
	
	6
	7
	
	
	
	

	
	
	
	
	7
	8
	
	
	

	
	
	
	
	
	8
	9
	
	

	
	
	
	
	
	
	9
	12
	

	
	
	
	
	
	
	
	12
	16

	Result of 5th Pass
	3
	4
	6
	7
	8
	9
	12
	16


Final Solution: A 6th run where no swaps are required shows us that we have ordered the numbers.

2) The order of an algorithm
The efficiency of an algorithm is a measure of the run-time for the algorithm.

The size of an algorithm is a measure of its complexity – In the case of sorting algorithms it is the number of numbers in the list-

The order of the algorithm is a measure of the efficiency of the algorithm as a function of the size of the problem.

I. Sorting Algorithms


3) A question of a mock exam

The Binary Search algorithm described below locates the position of a certain value, X, within an ordered sequence3 S(1), S(2),...,S(N).

INT(0.5(I+J)) gives the largest integer4 that is less than or equal to 0.5(I+J). *
Step 1: Let I=1 and J=N 
{I and J mark boundaries of the sequence being searched}

Step 2: If I>J then print ’FAIL’ and stop

{X has not been found}

Step 3: Let M=INT(0.5(I+J))

Step 4: If X=S(M) then print M and stop

{X has been found}

Step 5: If X<S(M) then let J=M-1 otherwise let I=M+1 {reset boundaries}

Step 6: Go to step 2

(a) Demonstrate carefully each step of the algorithm when it is applied to the sequence 1  1  2  3  5  8  13  21



(i) with X=13



(ii) with X= 15

If N is a power of 2, the length of the sequence to be searched is halved at each iteration.

(b) If N=10, work out the length of the sequence to be searched at each iteration.

The efficiency of the algorithm can be measured by counting the number of runs through the repeat loop (in the worst case) for different values of N.

(c) Work out the efficiency for


(i) N=8


(ii) N=16

II. Graph Theory

(1) Introduction

Areas of Mathematics known as graph theory uses the word ’graph’ with a different meaning to that we have met before. In Graph Theory a ’graph’ consists of a finite number of points (nodes or vertices) connected by lines (edges or arcs). Graphs are used to model real-life situations and help solve problems.


2) Definitons of terms used in Graph Theory

Walk: is a finite sequence of edges such that the end vertex of one edge is the start vertex of the next. (A-B-E-D)
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Trail: is a walk in which no edge appears more than once.

Path: is a trail in which no vertex is visited more than once.

Cycle: is a closed path. The end vertex of the last edge is the start vertex of the first path (circuit).

Edge set: is the set of all edges.

Vertex set: is the set of all vertices.

Subgraph: a subset5 of all vertices together with a subset of the edges.

Connected: Two vertices are connected if there is a path between them. A graph is connected if all its vertices are connected.

Simple Graph: is a graph in which there is no edge with the same vertex at each end – i.e. no loops, and no more than edge connectiong a pair of vertices. (Figure: NOT simple graphs)








[image: image5.png]



Degree: The degree of a vertex is the number of edges connected to it.

Diagraph: If the edges of a graph have a direction associated with them they are ’directed edges’ and the graph is a diagraph.

Tree: A tree is a connected graph with no cycles. 










[image: image6.png]



Networks: To model many real-world problems we need to associate a number called a ’weight’ with each edge of the graph.


Whilst this triangle (figure) is impossible in geometry, it is a possible graph!
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II. Graph Theory

3) The Minimum Spanning Tree

For a connected and undirected network a minimum spanning tree is a connected subgraph of minimum total weight incorporating every vertex of the network.

Step 1: Choose a starting vertex.

Step 2: Connect it to the ’nearest’ vertex. (there might be a choice here!)

Step 3: Connect to the tree of connected vertices that vertex which is ’nearest’ to the connected set.

Step 4: Repeat step 3 until all the vertices are connected.
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II. Graph Theory

4) Prim’s Algorithm

Prim’s Algorithm builds a minimum spanning tree by adding one vertex at a time to a connected subgraph. This can be done from the weighted graph (network) or from the matrix of weights.

- Solution from a matrix

Here we apply Prim’s algorithm to the matrix representation of a graph:

Step 1: Choose a starting vertex and delete its row

Step 2: Label with ’1’ the coloumn corresponding to the start vertex and ring the smallest undeleted entry in the coloumn.

Step 3: Delete the row with the ring.

Step 4: Label with ’2’ (or next number) the coloumn corresponding to the vertex you have just ringed.

Step 5: Ring the lowest undeleted entry in all labelled coloumns.

Step 6: Repeat 3,4 and 5 until all rows are deleted.

The ringed entries represent the edges of the minimum connector.
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II. Graph Theory

5) Finding the Shortest Path through a Network

- To find the shortest distance/time/cost/route between points in a geographical network – 

(a) Complete Enumeration Algorithm

Step 1: List all the paths between the two vertices

Step 2: Find the total weight of each path.

Step 3: Choose the path of least total weight.

Whilst Complete Enumeration Algorithm wil give us the best solution, it is only ever viable for small problems. Most real world problems are far too complicated for this approach. So we need a more efficient algorithm.

(b) Dijkstra’s Algorithm
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Step 1: Label the vertex ’0’ and mark it as the first vertex labelled.

Step 2: Update working values for all vertices which can be reached directly from the vertex which has just been labelled.

Step 3: Out of all unlabelled vertices with working values, choose the one with the lowest working value. Label it with that working value, and record the order it has been labelled.

Step 4: Repeat steps 2 abd 3 until the destination vertex is labelled.

Step 5: The label of the destination vertex is the shortest distance to that vertex. ’Back track’ to find the route.

II. Graph Theory

6) The Route Inspection Problem

Problem: In a given undirected network, a route is to be found with a  minimum weight which traverses6 every edge at least once, returning to the start vertex.

Traversable? A graph is traversable (traceable) if it is possible to use a pencil to draw every edge once only without lifting the pencil from the paper. This occurs when there are no odd vertices (A) or exactly two odd vertices (B).


In A: tracing can start anywhere and end anywhere.


In B: tracing must start at one odd vertex and end at the other.

B does not solve the Route Inspection Problem (because we have to end up where we started), so unless a network has no odd vertices it will be necessary to traverse some edges more than once.

By doing so we are effectively adding extra arcs in such a way that you end up with only even vertices!
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II. Graph Theory

7) Decision Making in Graphs / Heuristic Algorithms

Dijkstra’s and Prim’s algorithms are said to be ’viable’ because optional solutions could be found for large networks in reasonable times.

Here we will look at two classic network problems where viable algorithms haven’t been developed yet... And probably do not exist.

Heuristic Algorithms:
In such cases we use ’heuristic’ algorithms which do not necessarily generate optimality but achieve good solutions in a reasonable time... And sometimes generate the best possible solution.

These problems are: 1. Travelling Salesman Problem (TSP) -  a salesman has to visit every vertex.

 2. Route Inspection Problem (RIP) – a postman has to travel along every edge.

▪ Practical / Classical TSP

· In a real life TSP, the salesman would not mind backtracking through previously visited cities. This is known as the practical TSP.

· A tour (a cycle which visits every vertex and returns to the start vertex) of minimum weight which visits every vertex only once is known as the classical TSP.

· A tour which visits every vertex only once is known as Hamilton Cycle – Thus the Classical TSP can be thought of as the ’Hamilton Cycle with least weight’.

· If we had a complete network with 5 vertices, there would be 4! Hamilton Cycles to compare. A larger network with 50 vertices would need 49!, which would take too long even for powerful computers.

· It is usual to put bounds on the total length of the solution to the TSP. We may not be sure of the exact solution but are able to say that the solution lies between a lower and upper bound.

· If we van minimise the gap between these two bounds finding the optimum solution is less important.

· So we want a large lower bound and a small upper bound!

· Twice the length of the MST is an upper bound for the practical TSP. This s obvious because we culd use the minimum.

connector to go to all vertices and then track back along the same route.

· So, therefore is not a solution to the classical problem.
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forn.
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Word index:

1 adjacent - szomszédos, mellette lévő

2 ascending - növekvő

3 sequence - számsor

4 integer - egész szám

5 subset - részhalmaz

6 traverse – áthalad

* note that in English usage, 0.5 is 1/2. (We use a comma instead of a dot - 0.5)

Az Arany Dániel Matematika Verseny feladatainak fejlődése

(Haladók részére)

Készítette: Gnyálin István 10.a

Néhány szó Arany Dánielről…

Arany Dániel (Pest, 1863. július 11. - Budapest, 1945. január) magyar matematikatanár.

Tanári oklevelet a budapesti tudományegyetemen szerzett. Ezután a selmecbányai erdészeti akadémián tanársegédeskedett. 1893-1996 között Győrött a főreáliskolában tanított, majd 1996-tól 1905-ig Budapesten volt középiskolai tanár. Ezt követően a fővárosban felső építőipari iskolai tanár volt. 1919 után, a Tanácsköztársaság idején tanúsított magatartása miatt, nyugdíjazták.

Tudományos munkásságában a valószínűségszámítási kérdések, a játékelméleti problémák és a Simson-egyenes témája foglalkoztatta. A determináns elmélet figyelemre méltó eredményt köszönhetett neki. Biztosítási matematikával is foglalkozott. Magyar László iskolaigazgatóval közösen könyvet írt az életbiztosítás matematikájáról, de legnagyobb hatással a középiskolai matematikai oktatásra volt. 1893. december 1-jén megalapította a Középiskolai Matematikai Lapokat. Az ő nevét viseli a gimnáziumi I. és II. osztályosok matematika versenye.

Értékes szakkönyvtárat gyűjtött össze, amelyet 1944-ben az Eötvös Loránd Matematikai és Fizikai Társaságnak ajándékozott, amelyet az 1950-es években a műszaki egyetem 1. számú matematikai tanszékén, mint különgyűjteményt kezeltek.

Művei
· Arany Dániel: Algebrai és geometriai képletek és műveletsorozatok gyűjteménye (Győr, év nélkül)

· Arany Dániel: Adalékok a kúpszeletek konstruktív elméletéhez (Győr, 1890)

· Arany Dániel (társszerző: Szíjártó Miklós): Számtan a közipiskolák alsó osztályai számára (Budapest, 1899–1900)

· Arany Dániel (társszerző: Szíjártó Miklós): Algebra a középiskolák felső osztályai számára (Budapest, 1904.)

· Arany Dániel (társszerző: Magyar László): Az élet- és járadékbiztosítás üzletelmélete (Budapest, 1905)

· Arany Dániel (társszerző: Bánhegyi Aladár): Unterricht an den höheren Gewerbeschulen und gewerblichen Fachschulen (Budapest, 1912.)

Az Arany Dániel Verseny feladatainak fejlődése

(Haladók részére)
I. 1969

1. Határozzuk meg azt a számot, amellyel 4373-at elosztva, maradékul 8-at kapunk, míg 826-ot elosztva vele, a maradék 7.

Megoldás: A keresett szám egyaránt osztója 4373-8=4365-nek és 826-7=819-nek, ezért osztója e két szám legnagyobb közös osztójának is. (4365, 819)=9 és ennek osztói: 1, 3 és 9. De a keresett szám nagyobb 8-nál és így csak 9 lehet.

2. Adott egy háromszög egyik oldala és ehhez az oldalhoz tartozó magassága. Ezen kívül tudjuk, hogy az említett oldal egyik végpontjából kiinduló szögfelezője merőleges az oldal másik végpontjából kiinduló súlyvonalra. Szerkesszük meg a háromszöget!

Megoldás: Legyen az adott oldal BC, a B csúcsból kiinduló szögfelező fb, a C csúcsból kiinduló fb-re merőleges súlyvonal sc, végül BC oldal adott magassága ma. 

A C csúcsnak fb-re vonatkozó tükörképe legyen F, ez a pont az AB oldal felezőpontja. A tükrözés miatt BF=BC, ezért az F pont a B köré írt BC sugarú körön van. Másrészt az A csúcs a B pontnak F-re vonatkozó tükörképe, ezért az A csúcs a B pont köré írt 2BC sugarú kör kerületének pontja. 

Ezek szerint az A csúcsot úgy nyerjük, hogy a B pont köré írt 2BC sugarú kört elmetsszük BC-vel párhuzamos, tőle ma távolságban fekvő egyenessel.

A megoldhatóság feltétele, hogy ma ne legyen nagyobb 2BC-nél.

3. Bontsuk négy elsőfokú kifejezés szorzatára az x4-14x2+9 kifejezést!

4. Igazoljuk, hogy bármely két, háromnál nagyobb prímszám négyzetének különbsége osztható 24-gyel!

II.  
 1996

1. Határozza meg azokat a valós számpárokat, amelyekre teljesül az alábbi egyenlet:

x4+6x3+|y2-x2|=0

Megoldás: Teljes négyzetté alakítva: (x2+3x2)2+|y2-x2|=0

Ha két nem negatív kifejezés összege 0, akkor mindkét tag 0.

(1)x2+3x=0

és 

(2)y2-x2=0




    x(x+3)=0                                         (y-x)(y+x)=0

           x1=0                                          y=x  vagy y=-x

           x2=-3

Az egyenlet megoldásai: (0,0) (-3,-3) (-3,3)

2.  Egy téglalap alakú táblázat 8000 darab mezőt tartalmaz. Kiválasztottunk néhány, de 2-nél több sorát és 2-nél több oszlopát. Azt tapasztaltuk, hogy azoknak a mezőknek a száma, amelyeknek sora és oszlopa közül legalább az egyik ki van választva 1996. Hány sort és hány oszlopot választottunk ki?

Megoldás: Jelöljük a táblázat sorainak, illetve oszlopainak számát n-nel és k-val, a kiválasztott sorok számát pedig x-szel, az oszlopokét y-nal. Ezek alapján kx+ny-xy=1996. Mivel (n-x)(k-y)=nk-(kx+ny+-xy), ezért 1996= kx+ny-xy =nk-(n-x)(k-y).

Innen nk-1996=(n-x)(k-y), ahol nk= 8000. 

Tehát (n-x)(k-y)= 6004 

A 6004 számot kell két pozitív egész szám szorzatára bontani. 

	n-x
	k-y
	n
	k
	x
	y

	1
	6004
	x+1
	y+6004
	
	

	2
	3002
	x+2
	y+3002
	
	

	4
	1501
	x+4
	y+1501
	
	

	19
	316
	x+19
	y+316
	6
	4

	38
	158
	x+ 38
	y+158
	
	

	76
	79
	x+76
	y+79
	4
	21


Eredményeket az nk=8000 összefüggés alapján kaptuk az x>2, y>2 feltételeknek megfelelően. 

A felcserélhetőség miatt 4 megoldásunk van: (6,4) (4,6) (4,21) (21,4)

A táblázat 25x320-as, illetve 80x100-as.(Sor-oszlop csere)

3. Igazoljuk, hogy bármely valós a és b számra teljesül a 8(a4+b4)>(a+b)4  egyenlőtlenség!

4. Az ABCD négyzet AB oldalának A csúcshoz közelebbi harmadolópontja az E pont, DC oldal felezőpontja pedig az F pont. A négyzet AC átlóját a DE szakasz M pontban, a BF szakasz N pontban metszi. Bizonyítsuk be, hogy az AEM és CFN háromszögek hasonlóak!

III.  
 2004

1. Határozza meg az összes olyan x egész számot, amelyre x2 + 19x + 95 négyzetszám!

Megoldás: A feltétel szerint

x2 + 19x + 95 = y2
x2 + 19x + 95 - y2 = 0

Ezt az egyenletet x-re megoldjuk. (másodfokú megoldó képlet)

Ha x egész szám, akkor 4y2 -19 (gyök alatt lévő kifejezés) négyzetszám kell, hogy legyen. 

4y2 - 19 = z2
4y2 - z2 = 19

(2y - z)(2y + z) = 19

Mivel a 19 prím, két egész szorzatára csak 1x19, 19x1, (-1) x (-19), (-19) x (-1) alakban

írható fel, de bármelyik felírásból az y2 = 25 alakhoz jutunk el.

Ezt visszahelyettesítve az eredeti egyenletbe az x = -5 és az x = -14 értékekhez jutunk.

2.  Négy valós számból páronként kéttagú összegeket képzünk. A hat összeg közül négy

darab racionális, kettő irracionális. Bizonyítsuk be, hogy ekkor az eredeti négy szám összege

racionális.

Megoldás: Az eredeti négy szám

- mindegyike nem lehet racionális a feltétel miatt,

- közül nem lehet pontosan három racionális, mert ekkor az összegek között három 

irracionális lenne

- közül nem lehet kettő racionális és kettő irracionális, mert ekkor legalább négy összeg

irracionális lenne,

- közül nem lehet pontosan egy racionális, mert ekkor legalább három összeg irracionális

lenne.

Tehát mind a négy szám csak irracionális lehet. A négy irracionális szám legyen i1, i2, i3, i4! 

Ekkor két eset lehetséges az összegeket tekintve.

Vagy két azonos tagot tartalmazó összeg értéke irracionális, vagy pedig két-két különböző

tag összege irracionális értékű.

Az első eset lehetetlen, mert például i1 +i2 = i’, i1 +i3 = i” esetén i1 +i4, i2 +i3, i2 +i4,

i3 + i4 is racionális, ezért a négy összeg alapján i4 = r1 - i1, i3 = r2 - i2, így i2 + i4 =

r1 +(i2 - i1) és i3 +i4 = r1 +r2 -(i1 +i2). Ha pedig i2 +i4 és i3 +i4 is racionális szám,

akkor ez valóban lehetetlen. 

A második esetben például i1 + i2 = r1 és i3 + i4 = r2, ekkor viszont i1 + i2 + i3 + i4 =

r1 + r2, ami racionális szám, ezért a feladat állítása helyes. 

Egy megfelelő előállítás például: √2, 1+√2, -√2, 1-√2.

3. Egy 12 egységnyi alapú egyenlő szárú háromszögbe félkört írunk úgy, hogy a félkör átmérője a háromszög alapján van, a félkör íve pedig érinti a háromszög szárait. Mekkora a

félkör sugara, ha a félkörív az alaphoz tartozó magasságot a csúcshoz közelebbi harmadoló-

pontban metszi?
4. Bizonyítsuk be, hogy ha egy derékszögű háromszög körülírt és beírt körének középpontját

összekötő egyenes az átfogóval 45°-os szöget zár be, akkor a háromszög egyik szöge 30°-os.

IV. 2006

1. A Fiatal Matematikusok Konferenciájára 99 diák kapott meghívást. A résztvevők magyar,

angol, német, olasz, francia, görög és török nemzetiségűek voltak. A szervezők észrevették, hogy nincs 8 különböző korú, azonos nemzetiségű résztvevő. Bizonyítsuk be, hogy van két azonos korú, nemű és nemzetiségű résztvevő a konferencián!

Megoldás: Háromszor alkalmazzuk a skatulya elvet egymás után.

Ha nincs 8 különböző korú, azonos nemzetiségű résztvevő, akkor legfeljebb 7-féle korú,

azonos nemzetiségű diák érkezhetett. (Azaz lehetséges, hogy 7x7 = 49 különböző korcsoport

van, de egy nemzetiségen belül csak legfeljebb 7 különböző korú diák lehet.) 

Ha mindegyik nemzetiségből csak 14 diák lenne, akkor a 7 nemzetiség diákjai összesen 98

embert tennének ki a 99 helyett: 14x7 = 98 < 99. Ezért biztosan van 15 azonos nemzetiségű

résztvevő.

Abban a nemzetiségben, ahol 15-en vannak, biztosan van 3, aki ugyanolyan korú, mert legfeljebb 7-féle korosztály van egy nemzetiségen belül, és ha minden korosztályban csak 2

ember lenne, akkor csak 14 embert tennének ki a 15 helyett: 2x7 = 14 < 15. 

A három ember közül biztosan van 2, amelyik ugyanolyan nemű. Azaz az állításunkat beláttuk. 

2. Melyik az a legnagyobb kettőhatvány, amivel a 22005 + 102005 osztható?

Megoldás: Emeljünk ki a 22005 + 102005 összegből 22005-t. 

22005 + 102005 = 22005(1 + 52005)
Az 52005 és az 1 is páratlan szám, ezért összegük páros. 

Az 5 összes hatványa 25-re végződik. Ehhez egyet hozzáadva az összeg 26-ra végződik, ami

2-vel osztható, de 4-gyel nem, mert egy szám néggyel osztható, ha az utolsó két jegyéből

álló szám osztható 4-gyel.

Tehát 2006 a 2 legnagyobb kitevője, amivel a 22005 + 102005 osztható.

3. Két párhuzamos egyenes mindegyikén prímszám számú pontot jelöltünk meg. A megjelölt

pontok - mint csúcsok - által meghatározott összes négyszög száma kétszerese a megjelölt

pontok által meghatározott háromszögek számának. Hány pontot jelöltünk meg az egyeneseken?

4. A k1 és k2 körök kívülről érintik egymást. Az érintési ponton átmenő egyenes k1-et a P1,

k2-t a P2 pontban metszi másodszor. Megrajzoltuk a P1-en és P2-n áthaladó, k1-et érintő

kört. Bizonyítsuk be, hogy ennek a körnek a sugara a k1 és k2 körök sugarának összegével

egyenlő!
 „Mértéktelenül”


avagy a mértékegységekről Spiró Fogsága kapcsán

[image: image18.jpg]




Matematika Projekt

Készítette: Pallagi Tamás 10.a
Forrás és felhasznált irodalom: Spiró György Fogság c. regénye, Wikipédia, MEK, és a projektben is megjelölt egyéb internetes oldalak.

„A nagy volumenű történelmi folyamatok megértése (…) egyáltalán nem reménytelen feladat a Fogság világában. De Spiró számára valószínűleg nem is ez a megértés vagy értelmezés a lényeg. Talán inkább az, hogy milyen esélyei vannak valakinek, aki nem akar mást, mint leélni az életét valahogy, ’ha már megadta a Teremtő’, s aki elfogadja, hogy ez az élet nem más, mint különböző fogságok összetett hálózata.”

(Angyalosi Gergely, Litera)

„A Fogság főhőse, Uri, a római zsidó negyedben nő fel, s titokzatos módon lesz tagja a delegációnak, amely Pészahkor az adót viszi Jeruzsálembe. Életét végigkíséri a kamaszkori rémület: az apja nem szereti őt. Érthetetlen, miért küldik a veszélyes és fárasztó útra e testileg gyenge és vaksi fiút. Uri életén keresztül bepillanthatunk a zsidó, a görög és a latin közösségek hétköznapjaiba, politikai intrikák kulisszái mögé. Urit mindig másnak, többnek hiszik, mint aki, s így hol együtt vacsorázik Pilátussal, hol tolmácsol a császár előtt, hol a legsanyarúbb számkivetettség várja. E fordulatos regény ugyanakkor kegyetlen beszámoló a világ romlottságáról, és a magyar irodalom újabb nagyszerű apa-regénye.”

’Sajtóvisszhang’ (további érdekességek, elemzések a műről): http://www.litera.hu/object.06d8215f-7f78-4aca-af93-b83e5f303a9d.ivy
Minden dolog mértéke az ember, a mértékegységek is így alakultak ki. Ha valami nem az emberi test, tevékenység vagy használati tárgy jellemzői alapján képzelhető el, akkor csak erre alkotott eszközzel, vagy hosszú gyakorlással becsülhető, ill. mérhető.

A mérés a gondolkodás feltehetően legrégebbi termékei közül való. Alapja az összehasonlítás, a leggyakoribb formája a megszámlálás (összeírás vagy census). A mérés így a mennyiség első absztrakciójának köszönhető, és maga a mérés szinte minden mérhetőre kiterjed, csak legfeljebb más- és más mértékegységet használó mérőeszközökkel.

A mérés valamely dolog nagyságának meghatározása. Nem csak fizikai mennyiségekre vonatkozhat. Mérhetjük például a bizonytalanság fokát, a vásárlói elégedettséget, vagy egy termék árának zuhanását.

Mérésnek nevezzük valami méretének vagy nagyságának a megállapítását. Fontos, hogy minden mennyiség fajtához más mérési szint (nagyságrend) tartozik. Alapvető dolog a mérés a tudományos életben, kutatásban. Ide tartozik az adatgyűjtés, és mérhető ma már a tanulás előrehaladása is. Méréssel szokták egy tanfolyam vagy egy termék hatékonyságát megállapítani, és újabban mérésnek (metrics) nevezik a vállalaton belüli munkateljesítményekre vonatkozó adatvezetést és feldolgozást is.

A mérés eredményei fontosak, ezért rendszerint feljegyzik vagy ábrázolják őket. Az időben különböző mérések eredményei naplóba kerülnek vagy idősorok lesznek belőlük. Különleges helyett kapnak a legmagasabb mért (lejegyzett) értékek: a rekordok.

A mérés szinte egyidős tudatos emberi létezésünkkel. Egyes szükségletek kielégítése a javak cseréje útján történt. Az áru pontos értékelésére, kimérésére szükség volt mértékekre.

A legősibb hosszmértékek az emberi test egyes összehasonlításra alkalmas részei voltak: ujj, hüvelyk, arasz, láb, alkar, könyök, stb. A hosszabb távok mérése tevékenységekhez kapcsolódott: lépés, napi járás. Az űrmértékek egy része szintén testi volt: csipet, marék. Egyes tárgyak helyben meghatározott, ott közismert mennyiség kifejezésére szolgáltak: verem, zsák, kosár, tarisznya, puttony, hordó, mérő, kupa, véka, cseber, fazék, tömlő, kulacs, stb.

Számos dolgot tevékenységhez kötve mértek, az űrmértékként számon tartott köböl pl. földterületet is mért: ennyi mag kellett a vetéshez. Időmérték lett pl. a "miatyánk", ennyi idő kell a közismert ima "eldarálásához".

A vidékenként más-más egységekből álló mértékek a gyakorlatban rengeteg nehézséget, panaszt, visszaélést, akár pert is eredményeztek, ezért már az ókorban is törekedtek a mértékek állandósítására és egységesítésére. A „szabványos" mértékegységeket mindig erős hatalom hozta létre, szükség volt rá az „igazságos" adóhoz.

A pontosság alapvető meghatározója az erőviszonyokon túl a technológia szintje. A szakosított nagyipar előtt nem volt szükség pontos méretre, csak az arányra. Az ókor összes csodáját fel lehet építeni úgy, hogy egy darab mérőeszközt használunk fajtánként, ennek pontos mérete érdektelen. Egyes, főleg tevékenységhez kapcsolódó mértékek a körülményektől erősen függenek, pl. a napi járóföld a tereptől, időjárástól, erőnléttől, stb.

A mértékegységeket a fentiek szerint kell kezelni, igen nagy eltérések is elképzelhetőek azonos nevű mértékek között.

Általános tendenciák:

Az emberiség fejlődésével, civilizációk térhódításaival és a technikai fejlettség következtében egyre több mértékegységet találtak ki és használtak, míg követhetetlenné nem kezdett válni ez a bonyolult rendszer.

A kereskedelemben használatos mértékek az idővel egyre nagyobb mennyiséget jelölnek, ahogy a technika lehetővé teszi a nagyobb árutömeg mozgatását.

A pénzmértékek tényleges értéke csökken az idő múltával, az egykor komoly összeget jelölő érméből aprópénz lesz. Valódi nemesfémtartalma is ehhez igazodik.

Arisztotelész írja a pénz keletkezéséről:

„Megállapodtak abban, hogy egymásnak a csere végett egy dolgot adnak, illetve egymástól azt fogadják el, ami maga is a használati jószágok közé tartozott, és amit a forgalomban könnyen lehetett kezelni, mint a vasat, az ezüstöt vagy valami hasonlót."

Haszonpénz: amikor eredeti funkciójának is megfelelő vagyontárgy válik fizetőeszközzé (pl. gabona, haszonállat). Értéke megegyezik névleges értékével, hiszen maga is vagyontárgy. (A nemesfém érmék jelentékeny része haszonpénz.)

Értékpénz: amikor az ércpénz fémértéke megegyezik a névértékével.

Sokáig keresett áru volt a balta, fejsze, csákány, stb. és a nyílhegyek. Ezeket később kicsinyítve, elnagyoltan készítették, csak csere céljára. Kínában az i.e. 2. században egyes eszközöket (ásó, sarló, horgok) még alakhűen, de már munkára alkalmatlanul használták pénzként. Később, az i.e. VII. században egy élezetlen vas kés (ch'ien tao) vált általános fizetőeszközzé.

Jelpénz: amikor használatra alkalmatlan, de eredeti funkciót még jelző vagyontárgy válik fizetőeszközzé. Általában öntvény, nem pedig "vert" pénz. Anyagértéke kisebb, mint a névleges értéke. Számos váltópénz és papírpénz a jelpénz szélsőséges formája. A korai jelpénzeket súly szerint mérték, a "szabványos" méret és anyag ismeretében értéküket ki lehetett számolni.

Váltópénz: amikor az ércpénz fémértéke csak töredéke a névértéknek.

Mikor a vas még elég különleges volt, ugyanúgy értékes fémnek számított, mint az ezüst, arany, vagy korábban a réz. Ékszerek is készültek vasból. Spárta viszont éppen azért tartotta meg a vaspénzt, mert más akkor már nem fogadta el. A lakosság így nem vehetett import luxusárut!

Előfordult az adott városra jellemző (pl. delfin, a tengerparti városok környékén) alakú réz- vagy bronz "pénz" is. A városok által kibocsátott pénzek érmeképe is rendszerint a városhoz kötődő szimbólumot ábrázolt.

A http://www.timba.biz/magyar/erdekes/mertek.html oldalon érdekes cserekereskedelmi árak találhatóak.

A csomó a tengerhajózásban a sebesség mérésére használt mértékegység: 1 csomó = 0,51444 m/mp =1,852 km/óra=1 tengeri mérföld/óra.

A csomórendszer nagy valószínűséggel holland hajósoktól származik. A vitorlázás hajnalán ( GPS hiányában) a hajósok sebességüket a vízhez viszonyítva állapították meg. Az egyik eljárás, az ún. heaving a log lényege az volt, hogy a hajóról egy fadarabot dobtak a vízbe, majd pedig mérték, hogy a fa milyen gyorsan távolodik a víztől. 

Sokkal pontosabb eljárás volt az ún. chip log technika. Egy fából készült súlyt erősítettek egy orsóra feltekeredő olyan kötél végére, amelyre azonos távolságban csomókat kötöttek. Amikor a súlyt kidobták a hajóból, az magával húzta a kötelet is. Minél gyorsabban haladt a hajó a vízen, annál hosszabb kötél tekeredett le az orsóról. A tengerészek a sebesség megállapításakor egyszerűen csak megszámolták, hogy adott idő alatt, – azaz amíg a homokóra le nem pergett –, hány csomó tekeredett le. Ezt a sebességmérő eljárást évszázadokig használták.

A következő kérdés természetesen az, hogy mi köze a csomónak a tengeri mérföldhöz, és honnan ered a tengeri mérföld. Ismert, hogy a mérföld a méterrendszer előtti általános hosszmérték, amelynek nagysága nemzetenként változó volt. Hosszát 1959-ben egy nemzetközi egyezmény egységesítette végül: e szerint egy nemzetközi szárazföldi mérföld pontosan 5280 nemzetközi láb, azaz 1609,344 méter vagy 1760 nemzetközi yard. (Természetesen vannak országok, amelyek továbbra is saját mérföldjüket használják.)

A tengeri mérföld nagyobb a szárazföldi mérföldnél. A pontos értékének meghatározásához bevezetünk egy újabb fogalmat is, a földrajzi mérföldet. A földrajzi mérföld a Föld egyenlítőjénél egy szögperc hosszát jelöli, ami hozzávetőlegesen 1855 méter. Hogy jobban megértsük, képzeljük el, hogy a Földet az Egyenlítőnél félbevágjuk, majd a körlap kerületét 360 egyenlő részre osztjuk. Ezt követően minden fokot további 60 egyenlő részre osztjuk – és ezzel megkapjuk a szögpercet. Az egy szögperchez tartozó egyenlítői kerület hosszúsága felel meg egy földrajzi mérföldnek.

A tengeri mérföld szinte megegyezik a földrajzi mérfölddel: az előbbi 1852, az utóbbi pedig 1855 méter. A különbség abból adódik, hogy a tengeri mérföld meghatározásánál figyelembe vették bolygónk lapultságát is. Földünk nem tökéletes gömb alakú: a sarkokon keresztül mért átmérője valamivel kisebb, mint az egyenlítői átmérő. A tengeri mérföld meghatározásánál azonban a tudósok egy tökéletes gömbben gondolkodtak: így egy tengeri mérföld egy egyenlítői és egy, a sarkokon átmenő kerülethez tartozó szögperc hosszának átlaga, azaz 1852 méter lett. Óránként egy tengeri mérföld pedig egyenlő egy csomóval.

Metrikus és angolszász mértékegységek: miért jobb vagy rosszabb egyik a másiknál?

Sokan azt gondolják, hogy az Amerikai Egyesült Államok kivételével ma már mindenhol kizárólag metrikus, vagyis 10-es számrendszeren alapuló mértékegységeket használnak a világon. Ez egyáltalán nem igaz. Meglehetősen sok olyan tudományos és kevésbé tudományos mértékegység van, ami nem metrikus, és valószínűleg soha nem is lesz az. Ilyenek például az idő mértékegységei: (1) egy perc 60 másodperc, (2) egy óra 60 perc, (3) egy nap 24 óra, (4) egy hétben hét nap van, (5) egy hónapban 31 vagy 30 nap van, (6) egy év pedig 365 nap. Ezen kívül a világkereskedelem igen tekintélyes hányada sem metrikus egységekben zajlik: (7) a világ olajtermelését hordóban mérik (egy hordó nagyjából 165 liter), (8) a faárut köblábban mérik, (9) minden mezőgazdasági terméket vékában (36 liter), vagy angolul ‘peck'-nek (7,5 liter) és ‘hundredweight'-nek (45,5 kg) nevezett mértékegységekben tartanak nyilván, (10) az ezüst, arany, platina, réz, vas és cink mennyiségének mértékegysége az uncia (31,1 g), (11) a tojást az Egyesült Államokban tucatjával árulják és nem tízesével, hatos csomagok Magyarországon is kaphatók, (12) az európai műszaki rajzolók negyedmillimétereket használnak, mert a milliméter tizede már túl kicsi a tollal vagy ceruzával rajzolható vonalakhoz képest.

Sokan azt gondolják, hogy a Fahrenheit fok sokkal előnyösebb mindennapi használatra a Celsius foknál, mert a Fahrenheit fok 0 és 100 közötti értékéi pontosan lefedik a mérsékelt éghajlatokon a jellemzően előforduló hőmérsékleteket. Ugyanakkor a Celsius skálán nem megy eléggé le. Télen a hőmérséklet gyakran megy 0 °C alá, így negatív értékekre is szükség van, ugyanakkor mérsékelt éghajlaton ritkán van 40 °C-nál melegebb, így a Celsius skála 60%-át nem is használják ki. A Fahrenheit skálán a jég olvadáspontja 32 °F, a víz forráspontja pedig 212 °F. 0 °F így -18 °C-nak felel meg, 100 °F pedig 38 °C-nak, tehát a hőmérséklet csak nagyon meleg vagy borzasztó hideg napokon nincs 0 és 100 °F között. Ráadásul a Fahrenheit skálán az ember testének normális hőmérséklete majdnem éppen 100 °F (egész pontosan 98, tehát a 100 °F már kisebb láz).

Senki nem gondolja, hogy az Amerikai Egyesült Államokban nem kellene metrikus egységeket használni, valójában a tudomány és üzleti élet területén már régen megtörtént az átállás. Ugyanakkor ma már az angolszász mértékegység egy részét metrikus mértékegységekre visszavezetve határozzák meg. Egy hüvelyk (inch) például definíciója miatt pontosan 2,54 cm, egy kalória pedig ugyanígy 4,187 joule. Azonban abban sincs semmi rossz, ha valaki az angolszász egységeket használja olyan esetben, ahol a hétköznapokhoz azok jobban alkalmazkodnak a metrikusaknál.

A méréstudomány vagy méréstan (metrológia) a mérés tudományos ismeretköre. Az ide tartozó elvek, módszerek ismerete és normák tudatos és következetes alkalmazása biztosítja a mérési eredmények széleskörű felhasználhatóságát és kölcsönös elfogadhatóságát.

A mérést szabályozó törvényeket először a csalás megakadályozása érdekében hozták. Később azonban tudományos alapokon fejlődtek tovább és nemzetközi egyezmények tartják őket érvényben. Az Egyesült Államokban a kereskedelemben használatos mértékegységeket a NIST szabályozza. A mértékegységek története a tudomány és technika történetének része.

A különböző mértékegységrendszerek eltérő alapegységeket választottak. A leggyakrabban használt mértékegységrendszer az SI rendszer, vagy más néven a Mértékegységek nemzetközi rendszere, melynek mértékegységei az SI alapegységekből származnak. Minden SI származtatott egység ezen alapegységekből levezethető.

A Nemzetközi mértékegységrendszerben a prefixumokat, előtétszókat vagy előtagokat a nagyon nagy vagy nagyon kicsi mennyiségek rövid leírására használjuk.

Y=1024 (jottától joktoig) y=10-24

A gyakorlatban a billiárd utáni értékeket ritkán használják: a hétköznapi életben ritkán fordulnak elő ekkora számok, a tudományos életben pedig közvetlenül tíz hatványait használják (például „tíz a huszonnegyediken”-t „egykvadrillió” helyett), illetve mértékegységek esetén az SI prefixumokat (például „egy yottagramm”-ot „egykvadrillió gramm” helyett), vagy az adott terület speciális mértékegységeit (például a csillagászatban a parszeket).

A nagy tíz-hatványok használatát tovább nehezíti, hogy a modern angolban más a jelentése az elnevezéseknek, mint a hagyományos angolban, illetve más európai nyelvekben. Európában, így Magyarországon is, a szó tövét képző latin szám hatszorosa adja meg a nullák számát, illetve még hármat hozzá kell adni az -ard/árd végződés esetén. A modern angolban a latin szám háromszorosa plusz három adja meg a nullák számát, és az -ard végződés nem használatos. (Az előbbi szóhasználatot angolul néha long scale-nek, az utóbbit short scale-nek nevezik.) Így például a magyar „billió” jelentése 1012, a modern angolban viszont a "billion" a 109 számot jelöli. (A „billió” és a "billion" hamis barátok.)

10100 a googol, 10googol a agoogolplex

A fizikában és a méréstudományban mértékegységeknek hívjuk azokat a méréshez használt egységeket, amivel a fizikai mennyiségeket pontosan meg tudjuk határozni. A kísérletek megismételhetősége a tudományos módszer legfontosabb jellemzője. Ehhez szabványokra van szükségünk, és ahhoz, hogy egységes mérési szabványokat hozzunk létre, szükségünk van a mértékegységek rendszerére. A tudományos mértékegységek valójában a régi súly- és térfogat-mértékek általánosításából keletkeztek, melyeket már régóta használunk a kereskedelemben.

A mérés nem más, mint egy standardhoz (elfogadott mintához) való hasonlítás.

A mérési eredmények azonban a használt mérőeszközöktől, illetve a mértékegységtől függően különbözőek lesznek. Ismert példa: Milyen hosszú a tengerpart? (lásd fraktálok)

Vannak mérhető és nem mérhető dolgok (inponderábiliák), illetve vannak összemérhető és össze nem mérhető dolgok (inkomparabiliák). Léteznek mérhetetlenül kicsiny és mérhetetlenül nagy (végtelenhez tartó számosságú) dolgok is. A tudományok így az általa vizsgált tárgyak mérhetősége szempontjából nem azonos fajsúlyúak, de minden tudomány igyekszik megfelelő mérési technikát, tudományos módszert alkalmazni.

Őseink az életben maradásért vadásztak, gyűjtögettek, az Ókorban már fejlett kereskedelem zajlott ezen árukkal, napjainkban egy különleges ebéd elkészítéséhez csak le kell szaladni a sarki szupermarketbe; ezernyi recept áll rendelkezésünkre, melyeknél szintén fontos betartanunk a mértéket: a http://www.cookbook.hu/magyar_receptek/szamitas2.html oldalon hasznos átszámítási táblázat található konyhaművészeknek. De talán érdemesebb csupán az arányokra vigyázni, ha csak egy esti vacsoráról és nem „tömegek” étkeztetéséről van szó, hiszen a receptek is szájhagyomány útján terjedtek, így nem létezik „pontos” leírás a hozzávalók mennyiségéről sem. Manapság sokat hallani különféle egészséges étrendekről, de a titok nyitja itt is a ’mérték’-ben rejlik!

Mérték: mensura, metron; hossz-, terület- és köbmérték lehet, de mindenféle mérés az ókorban is a hosszmértéken alapult, s a többi közt a súlymérés is, azon folyadékmennyiség szerint, melyet valamely meghatározott köbmérték magában foglalhatott. A köbmértékek a két legfőbb termék, a gabona és a bor mérésére szolgáltak: száraz- és folyadékmértékek, melyeknek finomabb osztályozása egyiptomi hatáson alapul. Böckh, Brandis és más nevezetes tudósok még az Eufrátesz vidékén keresték az összes mértékek eredetét. Újabban kitűnt, hogy Egyiptom ebben a tekintetben is megelőzte Babilont; de a később Nyugaton divatozó mértékrendszer maga mindenesetre Egyiptomban állapodott meg abban a formában, mely aztán az egész ókorban uralkodó maradt. A hosszúságok mérésére, mint a mértékek nevei is mutatják, kezdetben az emberi test részeit használták: a méretek közt lévő egyéni különbségek azonban már igen korán éreztethették a törvényes szabályozás szükségét s ilyen szabályozás legkorábban kétségkívül Egyiptomban történt, hol a mértékrendszer a 2-es szám hatványai szerint alakult. Babilonban találták ki aztán a hatvanas alapon való számítást, mely az időnek a hold és nap járása szerint való mérésével állott összefüggésben. Az az út, melyet egy kifejlett ember a nap első mutatkozásától a tányér egész felkeléséig (tehát kb. 2 perc alatt) megtehet: a kisebb távolságok mérésére való egység, a görög ú. n. lábstadium. Ennek harmincszorosa, azaz egy órai út, a nagyobb távolságok mérésére való egység, a parasanga, parasaggh.

Régi mértékegységek és átszámításaik: http://www.freeweb.hu/kisbiro1/Info/mertekek.php
http://micro.magnet.fsu.edu/primer/java/scienceopticsu/powersof10/index.html
Az oldalon található animáció szemléletesen mutatja meg a nagyságrendi különbségeket, mely elgondolkodtathatja az embereket a Mindenségben való helyünkről, helyzetünkről (szabadulhatunk-e a ’fogságunkból’?).

A mi szegény Urink is majd lejárta a lábát, míg a Túlnanból elvitte az adót Jeruzsálembe. Megszámlálhatatlanul sok stadiont kellett gyalogolnia, ráadásul mezítláb, mert a saru akkoriban drága mulatság volt. Ha szerencséjük volt, akkor sikerült felszállniuk egy kis kenőpénz segítségével egy áruszállító-, vagy kereskedőhajóra. Hasonló árat kellett fizetnie a delegációnak egy-egy város használatáért, még ha csak keresztülhaladásról is volt szó.
Hamar belecsöppent a bonyolult pénzvilágba: különféle forgalomban lévő pénznemek és váltási arányaik, árak, bérek, banki kamatok, etc; pedig nemrég még apjával és a többi zsidó kisfiúval az abakusszal játszadozott.


A Nagy Tenger vonzáskörzetében rengeteg pénz volt forgalomban; amíg börtönben ’hűsölt’, addig a rabtársaival a ’kinti’ helyzetet is megvitatta, de rá kellett döbbennie, hogy előbb saját kis dolgait kell megoldania. Sokszor becsapták a pénzváltók, így például igazságtalanul éhezett napokig. Meg akarta tanulni az összes pénzt és értéküket: szela, szentély-sékel, rendes sékel, dínár, tropaik, dipondion, zuz, minah, sékel, drachma, perutah, lepton, sékel, as, sesterius, quadrans, sékel… - dúdolta, majd elaludt.


Júdeában megismerte a nyugodt, dolgos falusi életet, az aratást, az állattarást, az asztalosmunkát. Alexandriában ’óriási’ felfedezéseket tett a matematika és a csillagászat területén; a gimnáziumban minden művészeti ágat kitanult és fizikailag is megedződött. Hazatérve igazi felnőtt ember módjára cselekedett és tartotta el családját; büszke lehetett volna rá az apja. Vaksisága ellenére mindent látott; rövidlátónak mondták az emberek, de ez is csak a ’mértékegységen’ múlik.


Vézna, beteges kisfiúként indult útnak a ’zugból’ (4 * 5 rőfnyi dohos szobájából), lelkében tele kétségekkel. Pár esztendő múlva, miután a fél világot bejárta és megismerte az ÉLETET, hatalmas álmokkal tért vissza családjához. De otthon ismét csak az ’élet’ fogadta: elvesztette apját, felnőtt a húga is, megnősült, gyereke lett; hogy életben maradhassanak keményen kellet dolgoznia, ráadásul kiűzték őket a városból. Megpróbálta hasznosítani megszerzett tudását, kapcsolatait, de megint csalódnia kellet a politikában és az emberekben is… Kalandjai, gondolhatnánk, mesébe illőek, csupán maga az élet; minden megtörtént Urival, ami csak a megtörténhetett az akkori világban.

„Még mindig élni akarok, gondolta Uri, és elámult.”

          AZ ŐSKOR ÉS A MATEMATIKA

Ki volt az első matematikus? A válasz egyáltalán nem olyan egyszerű, mint gondolnánk. Már az ősember is végzett primitív becsléseket, például amikor egy állat elejtéséhez szükséges kőhajítás irányát és erősségét kellett meghatároznia. Ilyen alapon azonban a vadászsólyom is komoly geometriai ismeretekkel rendelkezik, nem beszélve a csodálatos szerkezetű várakat építő termeszhangyákról. A matematika mint tudomány gyökereit tehát valamivel később, a tudatos matematikai gondolkodás kezdeténél kellene keresnünk. De mi nem ezt tesszük.
Az ember őstörténete
Az emberi történelem őskora az írott forrásokból nem ismert hosszú időszakot öleli magába. A korszak kutatásával elsősorban a régészet és a paleoantropológia foglalkozik, a kulturális antropológia, a művészettörténet, a geológia és a paleontológia eredményeit is felhasználva.
Az őskor kezdete: az emberfélék (Hominina) megjelenése kb. 6-4 millió évvel ezelőtt.
Az őskor vége: az írott történelem kezdete az i.e. 4. évezredben. Ez egyben az ókor kezdete is.

Az őskor szakaszai
· Kőkorszak, kb. 2,4 millió évvel ezelőtt - i. e. 4500 

· Paleolitikum (Őskőkor vagy pattintott kőkor)
A kőeszközök megjelenésétől az utolsó jégkorszak végéig
Szakaszok: 

· Előember (az ember, Homo első képviselői): Homo habilis ("Ügyes ember"), Homo erectus ("Felegyenesedett ember")

· Ősember: Heidelbergi ember (Homo heidelbergiensis), Rodéziai ember (Homo rhodesiensis) Neandervölgyi ember (Homo neanderthalensis)

· Mai ember (Homo sapiens) alfajai: pl. a cro-magnoni ember (Homo sapiens cromagnoniensis) 

· A mai ember kialakulása Kelet-Afrikában, kb. i. e. 160 000 - 60 000

· A Föld benépesítése, a mai emberfajták (rasszok) és nyelvcsaládok kialakulása, kb. i. e. 60 000 - 10 000

· Mezolitikum (Átmeneti kőkorszak)
A jégkorszak végétől a gazdálkodás megjelenéséig, kb. i. e. 10 000 - 7000

· Neolitikum (Újkőkor vagy csiszolt kőkor)
A gazdálkodás kezdeteitől a fémhasználat elterjedéséig, kb. i. e. 7000 - 4500

· Rézkor, kb. i. e. 4500-3300
A rézművesség kezdetétől a bronz felfedezéséig

Megjegyzés: A mezolitikum, neolitikum és rézkor fenti meghatározása Eurázsia területeire vonatkozik, más földrészeken a kőkorszak különböző szakaszai tovább is tarthattak, helyenként akár a 20. századig!

Az emberiség tudományai

Az emberiség legelső tudománya a csillagászat volt. Ezzel összefüggésben érdemes szem előtt tartani, hogy általános nézet szerint az emberiség első hivatásos csillagászai (zenészei, tudósai) a mágusok voltak. A csillagászat emlékei közül a legősibbek és legszembetűnőbbek közé tartoznak a kőkörök. Ezeknél sokszor tíz- és száztonnás köveket mozgattak el nagy távolságba, a célállomáshoz, ahol gyakran rendkívül fejlett technikával megmunkálták őket, és ezután építették fel belőlük a mindmáig alapvető rejtélyeket jelentő kő-szentélyeket. Kik építették a kőköröket, miért és mikor? Ezekre a kérdésekre a mai tudomány nem tud válaszolni. Pedig a válaszok kultúránk alapjairól adhatnak az eddiginél sokkal hűbb képet. Az a népcsoport, az a kultúrkör, amelyik a kőköröket építette, minden bizonnyal az emberiség legfejlettebb kultúráját képviselte az időszámításunk előtti, több mint 5 000 évet átfogó világkorszakban (i.e. ~5 000-től időszámításunk kezdetéig). Mai civilizációnk, a nyugati, keresztény-materialista, ezt a civilizációt váltotta fel. Ameddig nem ismerjük a mi kultúránkat megelőző kultúrát, addig barbárok vagyunk. Igaz, hogy a görög kultúra visszanyúlik az i.e. 7. századba, a sumér pedig az i.e. 4. évezredbe. Csakhogy ezek a szálak olyanok, mint a múltba futó patakok, amelyeket elnyel a sivatag. Hiszen nem adnak számot az alapvető tényről: a görög és a sumér kultúra csak egy-egy tartomány voltak egy átfogó, Írországtól a Kárpát-medencén át Kínáig, délen Indiáig elérő kultúra óceánjában. A tény, hogy kultúránk nem ismeri elődjét, meghasonlást, kisiklást, drámát, tragédiát takar. Civilizációs léptékben miért nem emlékszünk közvetlen elődünkre? Mi az oka az emlékezetvesztésnek? Miféle célokat, érdekeket szolgált az őskori-ókori, 5 000 évet átfogó magaskultúra nyomainak kiirtása, emlékének elferdítése, meghamisítása? És fel lehet-e tárni ezek után az őskori-ókori magaskultúra mibenlétét?

Kevesen tudják, hogy Magyarországon sok őskori kőkör található. Angolszász világban élünk: Stonehenge a favorit. Az angliai kőkörök megkülönböztetett figyelemben részesülnek: sok világhírű tudós, fizikus, csillagász foglalkozott a Nagy-Britanniai kőkörökkel, köztük Fred Hoyle, akinek Stonehenge-ről írt könyve magyarul is megjelent. A brit, német, orosz kőköröknek összesített honlapjuk is van, amelyre egy nemrégen Bulgáriában felfedezett kőkör is felkerült, de amelyen egyetlen magyarországi kőkör sem szerepel. A magyarországiakról tudtunkkal mindössze egy könyv jelent meg, az is németül, a szerző (Makkay János) kiadásában. Ebben szerepelnek a következő kőkör-helyszínek: Kovadomb (Kárpát-Ukrajna); Iklód; Balatonmagyaród; Hódmezővásárhely-Gorzsa; Tiszapolgár-Csőszhalom; Parác; Szászváros; Felsőlupkó; Füzesabony-Pusztaszikszó; Endrőd; Szolnok-Zagyvapart; Tiszanána; Nitriánsky Hrádok (Felvidék); Szarvas; Balatonmagyaród-Hidvégpuszta; Felsővárca; Bututcheni (Moldva); Bogit-Berg (Ukrajna); Susani (Erdély), Rákos (Erdély), Sarmizegetusa közelében két kőkört is találtak (Erdély). Nemrég újabb kőkört találtak, Kisompolynál, Erdélyben, Gyulafehérvártól nem messze, amely ezer évvel megelőzi Stonehenge-t, és nagyobb is nála. Vajon mikor érzi feladatának egy-egy magyar tudós, hogy ismertesse ezeket a beláthatatlan jelentőségű kő-emlékeket a nagyközönséggel?

Stonehenge:
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Krónikáink szerint a magyarok őseit szkítáknak nevezték. Ezért nem érdektelen, ha tudjuk, sok szkíta kőkört ismer ma már a tudomány. Ilyen például a Salbik kőszentély Abakán közelében, a minuszinszki medencében. A minuszinszki medence hasonló a Kárpát-medencéhez. Az őskortól kezdve fejlett kultúrák otthona: ide tartozik az afanaszjevói kultúra (i.e. 3500-2000), és fejlett hun központként is ismert a körzet. A kőkörök gyakran egyenesen szkíta jellegzetességnek számítanak! Észak-Kaukázusban szkíta jellegű aranytárgyakat találtak i.e. 300-től is (Maiko kultúra). Ez a terület egészen az árpádi bejövetelig hun-magyar központ volt. 

Amikor a jezsuiták kőköröket találtak a Kárpát-medencétől Kínáig ívelő területen, a kőköröket a körzet szkíta örökségének bizonyítékának tekintették. India északi részén, Radzsisztánban is nyilvánvalónak tartják: a kőkörök mindenhol a szkíta uralom tanúbizonyságai. Metcalfe báró, az indiai brit kolónia ügyintézője szerint „nem kell nagy találékonyság ahhoz, hogy párhuzamra, vagy egyenesen közös ős létére következtessünk a druida kőkörök és az indoszkíta építészet maradványai között.” Érdekes, hogy az ázsiai és afrikai kőkörök gyakran elkerülik a mai nyugati kutatók figyelmét. Pedig számunkra, magyarok számára különösen fontos lenne néphagyományaink, krónikáink szerinti őseink, a szkíták magasfokú építészeti tudományának ismerete és ismertetése. Világos: ha a hagyományaink és krónikáink szerinti őseinket, a hunokat törököknek tekintik, és őseinket, a szkítákat indoeurópainak, miközben minket, magyarokat újabban finnugorokként tartanak számon, akkor hagyományainkat, krónikáinkat figyelmen kívül hagyják. Az idegen szemléletű történetírás erőlködése nyomán őseink és leszármazottaik a lehető legtávolabb kerülnek egymástól! A szkítákat alig néhány írásjel alapján igyekeznek indoeurópainak feltüntetni! Ezzel szemben figyelemre érdemes, hogy az évszázados európai manipulációs küzdelmekből jórészt kimaradt kínai tudósok a hunok és a szkíták kultúrájának feltűnő egyezéseire hívják fel a figyelmet. És még valami: ha a nyugat-európai kőköröket kelták építették, és a kelták – szinte kötelezően – indoeurópaiak, akkor kézenfekvő a kérdés: miért nem épített minden indoeurópai nép kőköröket? Miért pont a keltáknak volt fontos, hogy a világ nagyobb részén szkíták által létrehozott kőkörökhöz hasonlókat építsenek? Vagy a kőkörök mégsem a kelta, hanem a szkíta kultúra termékei? Kérdések, amelyekre ideje választ keresni!

 

Seidenberg 1963-ban hívta fel a figyelmet az ősi tűzoltárok matematikai hátterére. Tűzoltárok Eurázsia sok részén ismertek az ókorban. A görögöknél Hephaisztosz és Hestia, a rómaiaknál a Vesta-kultusz tartozékai. Indiában fennmaradt a tűzoltárok készítésének részletes ismertetése. Évről-évre a tűzoltár felszínének területét meg kellett egy területegységgel növelni. Ez a követelmény vezetett a Pitagorász-tétel korai felismerésére és alkalmazására, hiszen a hossz-méretek és a terület között négyzetes az összefüggés. Ősi felfogás alapján a hindu templom a Világegyetem megjelenítője. Angkor Wat, a kambodzsai óriás templom is ebben a szellemben épült. A tűzoltárok a Világegyetemet jelképezték, és három típusra oszthatók, aszerint, hogy a földet, az űrt vagy az eget jelenítik meg. A tűzoltárok múltja legalább ötezer évre tekinthet vissza. Lehet, hogy a tűz-tisztelő ősnép fejlesztette először magasra a matematika tudományát? 

Tűzoltár:
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Van der Waerden, a matematika történetének egyik legkiválóbb kutatója felismerte, hogy a Han-korból (i.e. 200-i.u. 220) származó kínai feljegyzés (Kilenc fejezet a számolás művészetéről) őrizte meg messze a legjobban azt a sok évezredes, ősi matematikai hagyományt, amelyből a babiloni, görög, és az indiai is ered. Igaz, ma általános a vélemény, hogy a matematika az i.e. 3. évezredben Babilonban és Egyiptomban egymástól függetlenül jött létre. Van der Waerden azonban kimutatja, hogy a matematikában az egyidejű, nagy horderejű felfedezések kivételnek számítanak, és általában egy jelentős tételt csak egyszer fedeznek fel. Így a Pitagorász tételt is valószínűleg egy helyen fedezték fel, több mint 5 000 éve, valószínűleg a Kárpát-medencében, és innen terjedt el az ókor nagy magaskultúráiba. Van der Waerden megállapítását megerősítő nyomra bukkantam Thomas Stanlejo 17. században készült latin nyelvű összefoglaló munkájában. Stanlejo ugyanis azt írja, hogy Egyiptomban káldeus kolóniák működtek! A káldeusok a mágusok babiloni válfajai, a mágusok pedig az ókor természettudósai voltak. Stanlejo így ír róluk: „A Magos-ok pártatlanul és előítéletek nélkül dolgoztak. Az emberiség legősibb tanító mesterei, kétségbevonhatatlanul.” Ammianus Marcellinus reánk maradt történeti könyveiben megírja, hogy a mágusok termékeny földjei a perzsiai Susa városától Média határa felé találhatók. „A mágusok az égből hullott tüzet soha ki nem alvó tűzmedencékben őrzik, és ebből egy csekély részt, mint szerencsehozót, régente állítólag az ázsiai királyok előtt szoktak vinni.” Ennek pedig nem lehetett más oka, mint az ősi hagyomány. És ha a mágusok által juthattak az ázsiai királyok a hadiszerencséhez, akkor a mágusok tekintélye olyan nagy volt, hogy egyetlen ázsiai király sem nélkülözhette. Ha tehát a mágusok az emberiség legősibb tanítómesterei, és Babilonból kirendeltségük működött Egyiptomban, akkor közvetlen magyarázatot kapunk arra, hogy a mágusok révén juthatott el a matematikai őstudás Babilonba éppúgy, mint Egyiptomba. 

 

Vegyük észre, hogy a mágusok Stanlejo és Ammianus Marcellinus leírásában is sajátos, óriási közösséget alkotnak, egymás szomszédságában, egy helységben! És ez nemcsak Babilonban és Perzsiában volt így, hiszen Egyiptomban is kolóniákat alkottak! Vegyük ehhez, hogy a magyarországi középkori inkvizíció fennmaradt jegyzőkönyvei szerint a magyar ősvallás tudósait, papjait mágusoknak hívták (Fehér M. Jenő: A középkori magyar inkvizíció). Ráadásul tudjuk azt is, hogy az árpádi visszajövetel idején a magyar regösök külön falvakban laktak. Létezett például Regtelek vagy Regvölgy nevű helység is, amely a regusnak mondott királyi együttivóknak birtokaiból állott, és itt valóban regösök laktak! Zolnay László „A magyar muzsika régi századaiból” című könyvében leírja, hogy az Árpád-korban egész sor zenész-falu létezett: Igrici, Regös, Kürtös, Dobos, Gajdos, Sipos stb.! A magyar regösök a mágusokhoz hasonló feladatokat láttak el, az őstudás, a hagyomány éltetői voltak. Különös jelenség, és mindmáig nem találjuk párját a történelemben, hogy bármely népnél a papok, a tudósok külön falvakban laktak volna – de a magyar mágusok, regösök külön falvakban laktak! Az ilyen falvak valóságos akadémiáknak tekinthetők, bentlakásos kollégiummal, születéstől kezdve! Minden bizonnyal ennek az lehetett az oka, hogy így könnyebben fenn tudták tartani az őstudást, hiszen a legképzettebbek közvetlenül át tudták adni, mindennapi oktató tevékenységgel, tudásukat a következő nemzedékeknek. A tudós-falvak létesítése a mai értelmiség képzésénél sokkal elmélyültebb lehetőséget jelent! Az a tény, hogy az őstudás átadásához együtt kellett élniük a tanítóknak és a tanítványoknak, az őstudás roppant méretére, a képzés egész életre szóló mivoltára utal. És még valamire: elhivatottságra, amely az őstudás ápolását tartotta a mágusok feladatának. A fent ismertetett tények tükrében biztosra vehetjük, hogy a mágusok képzési rendszeréhez a matematika is hozzátartozott. Dodds alapvető művében (The Greeks and the Irrational, 1951) megírja, hogy nemcsak az ókori hét bölcs egyike, Anacharsis volt szkíta származású, de egy egész sor látnok, vallási tanító tűnt fel Északról, Szkítiából, hogy tanításaival felemelje a görögség tudásszintjét. Különös jelenség! Tanítók utaznak a formálódó Görögországba, és ott átadják tudásukat Pitagorásznak, Demokritosznak, Platónnak. Feltételezzük , hogy sok meghatározó jelentőségű görög filozófust mágusok tanítottak. A görög filozófusok képzésének lényeges része volt, hogy maguk is felkeresték az egyiptomi, babiloni és hüperboreus, szkíta mágusokat. A görög kultúra legnagyszerűbb felismerései jórészt közvetlenül a mágusok tanító munkájának következményei! Úgy tűnik, a magyar mágusok tényleg úgy viselkedtek, mint akik „az emberiség legősibb tanítómesterei”. A magyar mágusok az emberiség őstudásának átadásával tanúbizonyságot tettek az emberiség felemelése melletti elkötelezettségükről. És tudásuk átadását – a nyugati civilizáció szokásaival éles ellentétben – nem arra használták, hogy előkészítsék a talajt az ország kirablásához; inkább a görögség volt az, amelyik gazdasági hódításokra használta fel a szkíta-magyar kapcsolatot, például a Fekete-tenger északi partjánál. Ha pedig a Kárpát-medencében mágusok éltek, akkor itt fejlett matematikai tudásnak is kellett léteznie! 

 

Más források szerint az emberiség első tudománya (természetesen) a matematika volt. Ezt támasztja alá egy nemrég nyilvánosságra került felfedezés is (Múlt-kor/MTI 2007. február 23.):

	Afrikában ringott a matematika bölcsője: ezt bizonyítja az a felfedezés, amelyről az Eos című tudományos lap számol be március-áprilisi számában, s amelyet most szerdán hoztak nyilvánosságra Brüsszelben. 
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Az állítást a lap arra alapozza, hogy végre sikerült megfejteni egy 22 ezer éves csontdarab ábráit. Ezt a mintegy 10 centi hosszú régészeti leletet fél évszázaddal ezelőtt találta meg Afrikában, a kongói Ishango közelében egy belga tudós. Egy brüsszeli múzeumban őrzik, három oszlopban különböző jelek találhatók rajta.
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A tudósok fél évszázadon át vitatkoztak azon, hogy vajon mit jelképezhetnek ezek a jelek, amelyeket a világ legrégibb matematikai rejtélyének tartottak. Egyesek szerint holdnaptárról van szó, mások prímszámok egymást követő sorát vélték felfedezni bennük, ismét mások pedig egy kezdetleges számolóeszközre gondoltak.

Mint kiderült, utóbbiaknak volt igazuk. Az eredeti csont lelőhelye mellett ugyanis találtak egy másodikat, azon szintén ábrákkal, s kiderült - legalábbis ezt állítja az a régészekből, matematikusokból és mérnökökből álló tudóscsoport, amelynek eredményeit a lap ismerteti - hogy egy ősi nép matematikai eszközéről van szó.

Mindezt egy olyan számolási módra használták, mint amikor a mai ember ötösével számol, úgy, hogy négy függőleges vonalat egy ötödikkel keresztben áthúz. Ebben az esetben azonban az bonyolította a dolgot, hogy a 22 ezer évvel ezelőtti emberek nem a 10-es számrendszert használták, hanem valószínűleg a 6-os és a 10-es keverékét.


Ezzel az új, elgondolkodtató, és érdekes információval matekprojektünk végére is értünk.

Válogatás a KöMal C-jelű matematikai gyakorlataiból

Mi az a KöMaL?

Több mint száz évvel ezelőtt egy győri főiskolai tanár, Arany Dániel úgy döntött, hogy egy középiskolásoknak szóló matematikai újságot alapít. Célját így fogalmazta meg: "tartalomban gazdag példatárat adni tanárok és tanulók kezébe." A lap első példánya 1894. január 1-jén jelent meg. 

Az újság alapítása szoros kapcsolatban áll a századforduló körül a tudományos életben történt fellendüléssel. A Matematikai és Fizikai Társulatot 1891-ben alapították, és 1894. őszén szervezték meg az első Eötvös-versenyt az abban az évben érettségizetteknek. 

Azóta matematikusok és más tudósok több generációja csiszolta problémamegoldó képességét a KöMaL révén. A legjobb megoldások 14-18 éves szerzőik nevével együtt rendszeresen megjelennek. 

A KöMaL beszámol a hazai és nemzetközi versenyekről, cikkeket közöl érdekes matematikai és fizikai eredményekről, és ismertetőt ad új, a középiskolai matematika és fizika tananyagot érintő könyvekről. 

Több mint harminc éve minden feladat magyarul és angolul is megjelenik. Ez matematika és fizika feladatok ezreit jelenti! 

A lapot ma a Bolyai János Matematikai Társulat és az Eötvös Loránd Fizikai Társulat adja ki a Művelődési és Közoktatási Minisztérium támogatásával, 6000 példányban. 

A Középiskolai Matematikai és Fizikai Lapok évente 9 alkalommal, 64 oldalon jelenik meg.

Néhány igazi szépség az oszthatóság témaköréből:

2001. szeptember

C. 635. Számtanórán megkérdezték a gyerekeket, hogy hány lába van összesen egy tyúknak, hat kutyának és hét palpigradinak (a palpigradi egy állat latin neve). Aladár szerint 46, Benő szerint 52, Cecília szerint 66, Dóra szerint 78, Eufrozina szerint pedig 82. Melyiküknek van igaza? 

Zrínyi verseny feladata alapján 

Megoldás. Ha a palpigradi lábainak száma x, akkor a lábak száma összesen 2+6.4+7.x=7(x+3)+5. A lábak száma tehát 7-tel osztva 5-öt ad maradékul. A 46, 52, 66, 78 és 82 számok közül csak a 82 ad 5-öt maradékul 7-tel osztva, tehát csak Eufrozinának lehet igaza. 

A 2+6.4+7.x=82 egyenletet megoldva azt is megtudhatjuk, hogy a palpigradinak 8 lába van. 

2001. december

C. 652. Legyen s páratlan sok jegyű pozitív egész szám. Jelölje f azt a számot, amely s számjegyeiből áll, csak fordított sorrendben. Bizonyítsuk be, hogy s+f pontosan akkor osztható 11-gyel, ha s is osztható 11-gyel. 

Megoldás. Tudjuk, hogy egy szám pontosan akkor osztható 11-gyel, ha a páros és páratlan helyen álló jegyeit összeadva, ezek különbsége osztható 11-gyel. 

Először tegyük fel, hogy s osztható 11-gyel. Ekkor, mivel páratlan sok jegyet tartalmaz, ha fordított sorrendben írjuk fel, az eredetileg páratlan helyen álló számjegyek páratlan helyre kerülnek (és ugyanígy a páros helyen álló jegyek párosra). Vagyis az így kapott f szám is osztható lesz 11-gyel, és akkor s+f is. 

Ha viszont 11 nem osztója az s-nek, akkor s=11k+m alakban írható, ahol 0<m<11. A  fordított sorrendben felírt f szám 11-gyel osztva ugyancsak m-et ad maradékul. Így s+f=11p+2m, ahol 0<2m<22 és 2m páros, azaz nem osztható 11-gyel. 

Ezzel beláttuk a fordított állítást is, vagyis ha s nem osztható 11-gyel, akkor s+f sem osztható. 

2002. március

C. 666. Egy egész együtthatós másodfokú polinom minden egész helyen 3-mal osztható értéket vesz fel. Bizonyítsuk be, hogy a polinom mindhárom együtthatója osztható 3-mal. 

Megoldás. Legyen a szóbanforgó polinom f=ax2+bx+c, ahol a, b és c egész számok. Ekkor a feltétel szerint 3|f(0)=c, így f-c=ax2+bx helyettesítési értékei is oszthatóak 3-mal. Ezért az 1 és a -1 helyeken fölvett helyettesítési értékei, a+b és a-b is oszthatók 3-mal. Tehát 3|(a+b)+(a-b)=2a és 3|(a+b)-(a-b)=2b, amiből a feladat állítása nyilvánvalóan következik

2002. április

C. 673. A 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 számok közül kétszer választunk véletlenszerűen. (Ugyanazt a számot kétszer is kiválaszthatjuk.) Minek nagyobb a valószínűsége: annak, hogy a két szám összege, vagy annak, hogy a különbségük osztható 3-mal? 

Megoldás. Azt az eseményt, hogy a két kihúzott szám különbsége osztható 3-mal, a következőképpen is elképzelhetjük: a második húzás előtt minden számot a negatívjával helyettesítünk, és ezek közül húzva kell a kihúzott és a korábban kihúzott szám összegének 3-mal oszthatónak lennie. Azonban mind a különbség, mind pedig az összeg képzésénél az eredmény 3-mal való oszthatóságát csupán a két kihúzott szám 3-mal való osztási maradéka befolyásolja. A -0, -1, -2, -3, -4, -5, -6, -7, -8, -9 számok 3-mal való osztási maradéka rendre megegyezik a 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1, 0 osztási maradékával. Ez azt mutatja, hogy a két eseményt előidéző kimenetelek egymásnak kölcsönösen egyértelműen megfeleltethetők, ezért a két esemény gyakorisága (valószínűsége) egyenlő. (Egyszerűen kiszámolható, hogy a közös valószínűség értéke [image: image23.png]S|e



.) 

2002. május

C. 675. Van-e olyan négyzetszám, amelynek utolsó két számjegye páratlan? 

Megoldás. A keresett szám csak egy páratlan számnak lehet a négyzete, ezért (2k+1)2=4k(k+1)+1 

alakú; így 4-gyel (sőt, 8-cal is) osztva 1-et ad maradékul. Páratlan négyzetszám utolsó jegye 1, 5 vagy 9 lehet, esetünkben ez azt jelenti, hogy a szám 20-szal való osztási maradéka 11, 15 vagy 19. Az ezeknek megfelelő 4-gyel való osztási maradék azonban mindig 3, ami előbbi megállapításunknak ellentmond. Tehát egy négyzetszámnak nem lehet az utolsó két számjegye egyszerre páratlan

2002. október

 C. 686. Egy unalmas órán Anna azzal múlatja az időt, hogy egész számokat ír egymás alá. Egy adott számból kiindulva a következő sorban vagy az előző szám jegyeinek az összegét, vagy pedig a szorzatukat írja. Ezzel a módszerrel folytatva az eljárást észrevette, hogy minden egyes felírt szám páratlan. Hány olyan legfeljebb hatjegyű kezdőérték van, amelyre teljesül, hogy minden egyes felírt szám páratlan?

Megoldás. Nevezzük a feladat követelményeit kielégítő számokat zöld-nek. Egy zöld szám minden jegye páratlan, hiszen csak így lehet a számjegyek szorzata páratlan; ezért 5 egyjegyű zöld szám van. Kétjegyű nincsen, mivel két páratlan számjegy összege mindig páros -- ugyanezért nincs négyjegyű és hatjegyű sem. A háromjegyűek: vegyük észre mindenekelőtt, hogy a három páratlan számjegy összegének és szorzatának is zöldnek kell lennie, és az nem lehet kétjegyű; ezért a számjegyek összege (és ebből következően a szorzata is) legfeljebb 9, így a legkisebbik 1, azaz a három számjegy lehetséges megoszlásai: 3 darab 1-es; 2 darab 1-es és a 3, 5 vagy 7 valamelyike; 1 db 1-es és ehhez 2 db 3-as. Tehát háromjegyű zöld szám 1+9+3=13 van. Hasonlóan számolhatjuk meg az ötjegyűeket is; a számjegyek összege legfeljebb 45 és zöld lévén legfeljebb 9, ezért a lehetséges számjegykészletek: 5 db 1-es; 4 db 1-es és 1 db 3-as; 4 db 1-es és 1 db 5-ös; 3 db 1-es és 2 db 3-as. Ezért ötjegyű zöld számból 1+5+5+10=21 van, tehát a legfeljebb hatjegyű zöld számok száma: 5+13+21=39. 

2002. december

C. 695. Egy hatjegyű számot csökkentünk a számjegyeinek összegével, majd az így kapott számmal ugyanezt folytatjuk. Eljuthatunk-e így a 2002-höz?

Megoldás. Egy szám és a számjegyeinek az összege kilenccel osztva ugyanazt a maradékot adja, vagyis különbségük osztható kilenccel. Mivel a 2002 nem osztható kilenccel, ezért nem kaphatjuk meg a feladatban leírt módon. 

2003. január

C. 701. Mutassuk meg, hogy 1.2 .....1001+ 1002 .1003.....2002 osztható 2003-mal.

Megoldás. Egy szám 2003-mal való osztási maradéka változatlan marad, ha a számból kivonunk 2003-at. Így az összeg 2003-mal való oszthatósági maradékán nem változtat, ha a második tagjában szereplő minden tényezőből kivonunk 2003-at. Az így kapott összeg 

1.2.....1001+(-1001).(-1000).....(-1)=1.2.....1001-1001.1000.....1=0, 

ami osztható 2003-mal, így az eredeti összeg is. 

2003. szeptember

C. 727. Péter telefonszáma körzetszám nélkül 312837, Pálé pedig 310650. Ha ugyanazzal a háromjegyű számmal osztjuk el ezeket a telefonszámokat, akkor egyenlő maradékokat kapunk. Ez a maradék városuk körzetszáma. Mennyi ez a maradék?

Megoldás.312837=k1.d+r, 310650=k2.d+r, d háromjegyű. k1d-k2d=2187=37. 3-nak 3-jegyű hatványai a 243 és a 729. 

312837=243.1287+96, 310650=243.1278+96, a maradékok (96) valóban egyenlőek.

312837=729.429+96, 310650=729.426+96. Ismét egyenlő maradékokat kaptunk, ezek pedig az előző maradékkal is egyenlők. A körzetszám tehát 96.

2004. január

C.746.Az [image: image24.png]ababab



alakú hatjegyű számok között hány

a) 217-tel;

b) 218-cal osztható szám van?

Megoldás Az [image: image25.png]ababab



alakú számok felírhatók [image: image26.png]10101 - ab



, azaz [image: image27.png]3.7-13-37-ab



alakban.

a) Mivel 217=7.31, ezért [image: image28.png]217|ababab



pontosan akkor teljesül, ha [image: image29.png]31|ab



, azaz [image: image30.png]


lehetséges értékei: 31, 62, 93.

Vagyis a feltételnek megfelelő [image: image31.png]ababab



alakú számok: 313131, 626262 és 939393.

b) Mivel 218=2.109, ezért a keresett [image: image32.png]ababab



számnak 109-cel oszthatónak kell lennie. A fenti felbontásból látjuk, hogy 109 nem osztója sem 10101-nek, sem [image: image33.png]


kétjegyű pozitív egész számnak.

Vagyis nincs a feltételnek megfelelő [image: image34.png]ababab



alakú szám.

 

Ha ezeket a példákat látva kedvet kaptál egy ilyen feladat megoldásához, íme néhány feladat:

1991. március

 C. 245. Van-e olyan 6-jegyű szám, amely 6-szorosára nő, ha az utolsó három számjegyét a jegyek sorrendjének megtartásával a szám elejére tesszük?

1998. október

C. 480. Bizonyítsuk be, hogy két páratlan négyzetszám különbsége osztható 8-cal.

1999. október

C. 526. Hány 9-cel osztható 7 jegyű szám van, amelynek az utolsó előtti számjegye az 5?

1999. november

C. 557. Igazoljuk, hogy nem létezik olyan egymást követő, pozitív páratlan számokból álló, legalább két elemű számsorozat, amelynek összege prímszám

1999. december

C. 561. Keressük meg azokat a p prímeket, amelyekre a p2+11 számnak pontosan 6 pozitív osztója van. 

 A projectet készítette:      Stankovits Klaudia 10.a                                  2007.február

 Forrás: www.komal.hu

Válogatás a Nemzetközi Kenguru Matematika Verseny feladataiból

· A verseny története

André Deledicq úr 1991-ben Franciaországban megszervezte az első Kenguru-versenyt. Az ő szervező munkája eredményeképpen 1993-ban a Francia Matematikai Társulat és a Francia Tudományos Akadémia összehívott egy nemzetközi konferenciát, melynek témája a verseny bővítése, európaivá tétele volt. Ezen a konferencián megalakult az UNESCO által is támogatott Kangourou Sans Frontières alapítvány, mely azóta is a verseny szervezője. A konferencia eredményeképpen 1994-ben a Bolyai János Matematikai Társulat megrendezte az első magyarországi versenyt. A kezdeti nehézségek miatt 1995-ben nálunk elmaradt a verseny. Ekkor vállalta el dr. Pintér Ferenc a Zalai Matematikai Tehetségekért Alapítvány nevében, hogy a következő évtől megszervezi a magyarországi fordulót. 1996 óta így minden évben mi, magyar diákok is részesei lehetünk a matematika európai ünnepének.

· A feladatok útja a versenyzőkig

Nyaranta 33 ország matematikusai feladatjavaslatokat küldenek a párizsi központba. Minden novemberben van egy feladategyeztető konferencia, ahol összeállítják az abban a tanévben levő verseny feladatsorait az öt korosztály részére. Ezután a feladatokat a nemzeti szervezők lefordítják, és az egyes feladatsorok 30 feladatából legfeljebb ötöt megváltoztathatnak, összeállítva ezzel saját országuk feladatsorát. Közben meghirdetik a versenyt, összegyűjtik a nevezéseket, a kész feladatsorokat és a kódlapokat némi kis ajándék kíséretében eljuttatják az iskolákhoz. A kitöltött kódlapokat számítógép segítségével kiértékelik, így kialakul a verseny végeredménye. Ezután eredményhirdetés; díjazzák minden kategória legjobbjait és a legjobbak felkészítő tanárait. A győztesek nyáron a cserekapcsolatok révén külföldi utazásokon vehetnek részt, vagy elmehetnek a balatonberényi Országos Matematikai Tréningre. És az egész kezdődik elölről…

· A szabályokról

A verseny egy fordulós, 30 kérdésből álló tesztverseny, a kidolgozásra 75 perc áll mindenkinek a rendelkezésére. A versenyzők saját iskolájukban oldhatják meg a feladatokat, a megoldások feldolgozása Nagykanizsán, számítógéppel történik. Minden induló kóddal, névvel ellátott válaszlapot kap. A feladatokra adott válaszokat az A, B, C, D, E válaszok közül lehet kiválasztani, melyek közül pontosan egy a helyes válasz, és a kódlapon a kérdés sorában, a helyesnek vélt betű oszlopába kell x-t tenni. A helyes válaszokért az alábbi pontszámok járnak: 1-10. feladatokért 3-3 pont, 11-20. feladatokért 4-4 pont, 21-30. feladatokért 5-5 pont. A hibás válaszért a feladatra járó pontszám negyedét vonják le. Amelyik feladatra nem adott a tanuló választ, sem pont, sem pontlevonás nem jár. Mindenki 30 pontról indul, így a 30 hibás választ tartalmazó dolgozat pontszáma 0, a hibátlané pedig 150. az azonos pontszámot elért versenyzők között nem tesznek különbséget.

· Feladatok

2002/9-10/17.

Mr. Bean 90 másodperc alatt tud felszaladni egy mozgólépcsőn, ha az nem működik. Ha mű​ködik ugyanez a mozgólépcső, akkor egy helyben állva 60 másodpercig tart az út felfelé. Hány másod​perc alatt szalad fel Mr. Bean ezen a mozgólépcsőn, ha működik? 
A)  30                 B)  36                 C)  45                 D)  50                E)  75            
2002/9-10/24.

Hány olyan négyjegyű pozitív egész szám van, amelyben az első két számjegy összeolvasásával kapott kétjegyű számhoz a harmadik és a negyedik számjegyet hozzáadva az utolsó két számjegy összeolvasásával kapott kétjegyű számot kapjuk? (Például a 6370 jó, mert 63+7+0=70.)

A) 10                 B) 45                 C) 50                 D)  80                E)  90 

2002/9-10/27.

Hány olyan [image: image35.png]10°%2



-nél kisebb pozitív egész szám van, melynek számjegyeinek összege 2? 
A) 2007006       B) 2005003       C) 2003001       D) 2005002      E)  más érték      

2002/9-10/29.

Hány olyan 9-cel osztható négyjegyű szám van, amelyben pontosan két darab 3-as számjegy szerepel?

A)  7                  B)  12                C)  28              D)  32             E)  42           

2004/9-10/22.

Hány olyan háromjegyű, 200-nál nem nagyobb n pozitív egész szám van, amelyre az 
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 kifejezés értéke osztható 7-tel?

A)  28                  B)  34                C)  39              D)  42             E)  43          

2004/9-10/23.

Hány olyan 100-nál nagyobb, 200-nál kisebb egész szám van, amely nem osztható egyetlen 3-nál nagyobb prímszámmal sem?

A)  2                  B)  3                C)  4              D)  5             E)  6          

2004/9-10/25.

Hány olyan tízjegyű szám van, amelynek minden számjegye 0-s vagy 1-es, és a páros sorszámú helyeken álló számjegyek összege megegyezik a páratlan sorszámú helyeken álló számjegyek összegével?

A)  32                  B)  64                C)  81              D)  126             E)  512          

2004/9-10/27.

A XX. században hány olyan évszám volt, amelyek felírhatóak két 2-hatvány különbségeként?

A)  0                  B)  1                C)  2              D)  3             E)  4          

2005/9-10/25.

Hány n pozitív egész számra igaz, hogy 
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A)  1                  B)  3                C)  4              D)  5             E)  6          

2005/9-10/27.

Hány négyjegyű pozitív osztója van a 1022 számnak?

A)  2                  B)  3                C)  4              D)  5             E)  6          

2005/9-10/29.

Hányféleképpen lehet kiválasztani egy 8x8-as sakktáblán egy fehér és egy fekete mezőt úgy, hogy azok ne legyenek sem egy sorban, sem egy oszlopban? 

A)  56                  B)  1536                C)  720              D)  672             E)  768          
· Megoldások

2002/9-10/17.
Képzeljük el, hogy Mr. Bean most egy jóval hosszabb, de ugyanilyen gyorsan felfelé haladó mozgólépcsőn lépeget felfelé 180 másodpercen át. Ezalatt egyrészt a mozgólépcső mozgásából eredően megteszi az eredeti mozgólépcső hosszának háromszorosát, másrészt a saját lépegetése folytán az eredeti mozgóképcső hosszának kétszeresét, vagyis összesen a szükségesnél ötször nagyobb távolságra jut. Akkor a szükséges távolság megtételéhez éppen ötöd ekkora időre, vagyis 36 másodpercre van szüksége. (B)

2002/9-10/24.

Legyen az eredeti szám 
[image: image38.wmf]abcd

 alakú. A feltételek szerint 
[image: image39.wmf]ab
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, ami ekvivalens a 10a + b + c + d = 10c + d egyenlettel, ahonnan rendezés után a 10a + b = 9c összefüggést kapjuk. Ez azt jelenti, hogy az első két számjegyből alkotott kétjegyű szám, ab osztható 9-cel. Ez akkor teljesül, ha c értéke 2, 3, 4, …, 9, vagyis c 8-féle értéket vehet fel. (A c nem lehet 1, mert akkor a értéke 0 lenne.) Mint láttuk, az egyenlet rendezése során d kiesett, azaz d bármilyen számjegy lehet, így 8·10 = 80 ilyen szám van. (D)

2002/9-10/27.

Az ilyen számok vagy egy darab kettest tartalmaznak és nullákat, vagy két egyest és nullákat. Az első típusúak a 2, 20, 200, 2000, …, 2 · 102001, vagyis ilyenből van 2002 darab, a második típusúak pedig legfeljebb 2002 jegyűek, így a két egyes számjegy helyiértékét 
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 = 2003001-féleképpen választhatjuk ki, vagyis összesen 2005003 ilyen szám képezhető. (B)
2002/9-10/29.

A másik két számjegy összege 3 vagy 12, előbbi 2, utóbbi 5-féleképpen lehet, a két hármas helyét pedig 6-féleképpen választhatjuk ki, így összesen 6 · (5 + 2) = 42 ilyen szám képezhető. (E)
2004/9-10/22.

Egy szorzat akkor osztható 7-tel, ha valamelyik tényezője osztható 7-tel. Az első tényező akkor osztható 7-tel, ha az n 7-tel osztva 6 maradékot ad, a második akkor, ha 5-öt, és a harmadik akkor, ha 4 a maradék. Ez azt jelenti,hogy bármelyik 7 egymást követő szám közül 3-ra teljesül a feltétel. 100-tól 200-ig 101 szám van, és mivel 
[image: image42.wmf]3
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, ezért 100-tól 197-ig 14 ilyen 7-es ciklus található, így ebben a számközben 
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 megfelelő szám található. Meg kell még vizsgálnunk a 198, 199, 200 számokat, amelyek közül a 200 megfelelő, mert 7-tel osztva 4 maradékot ad. Összesen 43 olyan szám van, amelyet n helyére írva a szorzat osztható lesz 7-tel. (E)
2004/9-10/23.

A kérdés az, hogy 100 és 200 között hány 2a · 3b alakú szám van. Próbálgassuk végig módszeresen a lehetséges a és b értékeket!

Ha a = 0, akkor 100 és 200 közti 3-hatványt kell keresnünk, ilyen pedig nincs.

Ha a = 1, akkor 50 és 100 közti 3-hatványt kell keresnünk, ilyen a 81, azaz b = 4.

Ha a = 2, akkor 25 és 50 közti 3-hatványt kell keresnünk, ilyen a 27, azaz b = 3.

Ha a = 3, akkor 12,5 és 25 közti 3-hatványt kell keresnünk, ilyen nincs.

Ha a = 4, akkor 6,25 és 12,5 közti 3-hatványt kell keresnünk, ilyen a 9, azaz b = 2.

Ha a = 5, akkor 3,125 és 6,25 közti 3-hatványt kell keresnünk, ilyen nincs.

Ha a = 6, akkor a b = 1 a megfelelő választás, mert 26 · 31 = 
[image: image44.wmf]192

3

64

=

×

.

Ha a = 7, akkor a b = 0 a megfelelő választás, mert 27= 128.

Öt szám felel meg a feltételeknek. (D)
2004/9-10/25.

Mivel az első helyen csak 1-es állhat, a páratlan helyeken álló számjegyek összege nem lehet 0, csak 1, 2, 3, 4 és 5, és a feltételek szerint ugyanennyi a páros helyen álló számjegyek összege is. Ha a közös összeg 1, akkor a páratlan helyek közül ez az egyetlen 1-es csak elöl állhat, a páros helyek közül bármelyiken az 5 közül, ez * eset. Ha a közös összeg 2, akkor a páratlan helyeken az egyik elöl áll, a másik a 4 többi hely bármelyikén, míg a párosaknál a 2 egyes az 5 hely közül bármelyik 2-n állhat, ezért az esetek száma most 
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. Ha a közös összeg 3, az esetek száma hasonlóan számolva 
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, ha az összeg 4, akkor 
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, míg ha a közös összeg 5, akkor ilyen számból egyetlen darab van, a csupa egyesből álló. Az eddigi eseteket összesítve kapjuk, hogy 5 + 40 + 60 + 20 + 1 = 126.  (D)
2004/9-10/27.

Az a > b olyan pozitív egész számok, amelyekre az 1900≤2a – 2b≤2000 feltétel teljesül. Mivel 
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, ezért a értéke legfeljebb 11 lehet. Másrészt 1900≤2a – 2b≤2a , vagyis a értéke legalább 11. A két feltétel azt jelenti, hogy a értéke 11, tehát a feltétel 1900≤2048 – 2b≤2000 alakban írható, melyet alakítva adódik, hogy 148≥2b≥48. Ennek a feltételnek két 2-hatvány felel meg, a 64 és a 128, tehát két olyan évszám van, amely megfelel a feltételeknek, az 1920 és 1984. (C)

2005/9-10/25.

A 
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 kifejezés a négyzetgyökfüggvény monotonitása miatt szigorúan monoton növő. Ha n≤1999, akkor
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, vagyis nem teljesül az első egyenlőtlenség. Ha viszont n≥2005, akkor a második egyenlőtlenség nem teljesül, hiszen 
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. A feladat megoldásai tehát a 2000, 2001, 2002, 2003 és 2004 számok. (D)
2005/9-10/27.

Mivel 1022 =10404, ezért minden valódi osztója legfeljebb négyjegyű lehet. Hogy az osztó 1000-nél ne legyen kisebb, ahhoz osztópárjának 10,404-nél, így 10-nél sem szabad nagyobbnak lennie. Annyi négyjegyű osztója van a számnak, ahány 10-nél nem nagyobb valódi osztója. Mivel 1022 =
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, ezért 10-nél nem nagyobb valódi osztói a 2, 3, 4, 6 és a 9. A számnak öt darab négyjegyű osztója van. (D)

2005/9-10/29.

A sakktáblán összesen 32 fehér és 32 fekete mező található. Válasszunk ki először egy fehér mezőt, ezt 32-féleképpen tehetjük meg. Bármelyiket választottuk is ki, sorában is, oszlopában is 4-4 fekete mező van, így ezt a 8 fekete mezőt nem választhatjuk ki, azaz 32 – 8 = 24 fekete mező közül választhatunk. Összes lehetőségeink száma így a szorzási szabály miatt
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Készítette: Szirtes Marcell 10.a

Matematika a horgászatban

Csomók:

Ismerkedés a csomókkal
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	Horogkötés a Baranyai Horgász Magazin Horgásziskolájából
	Matrózkötés a Vízvonal Kft honlapjáról
	A pruszikcsomót a hegymászók
és alpinisták az ereszkedésnél
biztosításnak használják


Csomókkal a mindennapjaink során többször találkozunk. Például amikor megkötünk egy cipőfűzőt, vagy paradicsomot kötözünk a kertben. Régen a tengerészek számára is fontos volt, hogy a különböző köteleket úgy kössék, hogy a keletkező csomók erősek, teherbíróak, tartósak, nehezen kioldhatók legyenek. Ezek a tulajdonságok azonban nagymértékben függenek a kötél anyagától, hosszától, vastagságától. 

A horgászok számára is elengedhetetlen a csomók ismerete.

Matematikai, azaz topológiai értelemben a csomó tulajdonképpen egy síkbeli kör (jelben S1, mint „sphere of dimension 1”) 3 dimenziós térben (jelben [image: image58.png]


, mint valós=real, reel, 3 dim. tér) való elhelyezése. A csomót tehát úgy képzelhetjük el, mint egy nagyon hosszú és nagyon vékony, nyúlékony spárgából készült térbeli objektumot.

A csomó definíciója:

Csomónak nevezzük azt az S  alakzatot, amely az S1 kör önátmetszés nélküli képe az [image: image59.png]


 térben. 

Néhány matematikai csomó:
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Csomók azonossága 

Két csomó akkor nevezzük azonosnak, ha egyik a másikba átalakítható vágás és ragasztás nélkül.

Feladat: Mutassuk meg, hogy a két csomó azonos.
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Háromlevelű csomó.                                        Háromlevelű csomó?

Megoldás:
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Triviális csomók

Ezt a csomót triviálisnak nevezik:
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Természetesen triviális csomó minden olyan csomó is, amely a triviális csomóval azonos lesz az esetleges kicsomózás után.
Ez is triviális (csak ki kell csomózni): 
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Feladat:

Mutassuk meg, hogy ez a csomó triviális:
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Több csomó egymásba tételével láncokat kaphatunk.
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                A 221 lánc                    Borromean gyűrűk (632 lánc)                     A 631 lánc
(A Borromean lánc különleges tulajdonsága, hogy bármely csomóját elvágva szétszedhető.)
Végül néhány feladat a horgászattal kapcsolatban:

KöMaL: 

Az 1999. októberi számban kitűzött C-jelű matematika gyakorlatok:

C. 550. Egy horgász a napi zsákmánya össztömegének 35%-át kitevő három legnagyobb halat a mélyhűtőbe tette. A három legkisebb halat, amelyek együttesen a megmaradt rész 5/13-át tették ki, elvitte a macska, a többit pedig megfőzték ebédre. Hány halat fogott a horgász? 

Megoldásvázlat. Ha a zsákmány össztömegét M jelöli, akkor a mélyhűtőbe került 0.35M, amit a macska elvitt, az [image: image81.png]


(M-0.35M)=0.25M, amit ebédre megfőztek, az pedig 0.4M. Ez legalább 4 halat jelent, hiszen bármely 3 hal össztömege csupán 0.35M. Ha legalább 5 hal lenne, akkor azok közül lenne 3, melyek együttes tömege legfeljebb [image: image82.png]04M



lenne, ám már a 3 legkisebb hal is ennél többet tett ki. Vagyis ebédre 4 hal jutott, a horgász pedig összesen 3+3+4=10 halat fogott. 

Varga Tamás Matematika Verseny
7. osztály II. kategória

Országos döntő

Három sporthorgász csapat egy versenyen 113 halat fogott. Az első csapat tagjai átlagosan 13, második csapat tagjai átlagosan 5, a harmadik csapat tagjai átlagosan 4 halat fogtak. Hányan

voltak az egyes csapatokban, ha összesen 16 horgász vett részt a versenyen ?

KMBK országos döntő, 6. osztályosok versenye
1999. évi verseny, 2. nap
4. Hét horgász összesen 100 halat fogott. Érdekes, hogy mindegyiküknek különböző számú hal akadt a horgára. Mutassuk meg, hogy van köztük három olyan horgász, akik együtt legalább 50 halat fogtak!

És egy kis fejtörő:

Matematika feladatok 2. osztályosoknak:

27. Egy horgászversenyen megkérdezték a nyertest, hogy hány halat fogott. Ô így 

válaszolt: 

- Tizenkettőt szerettem volna, de ha háromszor annyit kifogtam volna, mint amennyit 

sikerült, még akkor is 3-mal kevesebb lett volna, mint amennyit szerettem volna. Hány 

halat fogott a nyertes horgász?

A) 1 B) 2 C) 3 D) 4 E) 5 

Szívós Eszter
Szamoszi Püthagorasz és a püthagóreusok

Püthagorasz legendás alakjáról alig van biztos ismeretünk. Mivel ő maga nem írt egy művet sem, a hiány pótlására számtalan írás látott napvilágot. Ide tartoznak a Püthagorasz életéről, a püthagóreus természetfilozófiáról és etikáról írott művek, valamint azok az értekezések, melyeket sokáig püthagóreusoknak tulajdonítottak. Emellett számos mendemonda terjedt el róla és tanítványairól. A három legnagyobb életrajz szerzői Diogenész Laertiosz, Porphüriosz és Iamblikhosz. 

I. Püthagorasz és kora

Püthagorasz a Kr.e. VI. században (kb. Kr. e. 570-480) élt. Miletoszi Thalész tanítványa volt. Mestere, mikor hírét vette, hogy létezik a görögnél régibb bölcsesség is, a Nílus-deltához utazott, hogy ezt fölkutassa. Az egyiptomi papok türelmesen oktatták egyszerűbb dolgok kiszámítására; Thalész pedig elkápráztatta őket újszerű számolási módszereivel. Például a Kheopsz-piramis hosszát úgy mérte le, hogy megvizsgálta a piramis előtt állva saját magasságának és árnyékának arányát, majd lemérte a piramis árnyékának hosszát, és a korábban mért arány segítségével kiszámította a piramis tényleges magasságát.

Püthagorasz mesteréhez hasonlóan rengeteget utazott. Mint életéhez általában, utazásaihoz is rengeteg mendemonda kötődik. Az azonban majdnem bizonyos, hogy járt Egyiptomban. Az egyiptomiak ekkor már bonyolult számításokat tudtak végezni, számos matematikai ismerettel rendelkeztek. Ezt a tudást pusztán gyakorlati célokra használták: pl. a Nílus éves áradása után a mérőzsinórokkal számoló földmérők rövidesen rekonstruálni tudták az eltűnt birtokhatárokat. Hatalmas, rendkívül pontosan tervezett épületeket emeltek: nemcsak piramisokat, hanem templomokat, gabonasilókat, gátakat is: az építészeket zsinórhúzók és geometerek (földmérők) segítették; ez utóbbiak régi papirusztekercsek képleteit használták. Volt eljárásuk a derékszög kimérésére: egy zsinórt 12 egységre osztottak föl, majd cövekek segítségével olyan háromszöget feszítettek ki, melynek oldalai 3, 4, illetve 5 egység hosszúak voltak. A 3 és 4 egység hosszú oldal találkozásánál derékszöget kaptak. Ez a módszer ekkor már évezredes öröksége volt az egyiptomiaknak. Ismerték továbbá, hogy a derékszögű háromszög befogói és egyik hegyes szöge között meghatározott összefüggés van (cotangens szögfüggvény). Egyiptom virágzó kereskedelme, az igazságszolgáltatás egyszerűsége is efféle ismereteken alapult. A számolómesterek az ún. halomszámítás segítségével, rögzített arányok szerint osztották szét a termést a földművelők között, anélkül, hogy akár a legkisebb egység tömegét meg kellett volna mérniük.

Az évszázadok óta nemzedékről nemzedékre öröklődő tudás érvényességében senki sem kételkedett. Az általuk használt képletek mindig jó eredményt adtak és használni tudták őket, ezért senki nem próbált magyarázatot keresni helyességükre

Mindez azért nagyon fontos, mert Püthagorasz számos módszert vett át az egyiptomiaktól, melyeket később felhasznált. Azt mesélik, hogy az egyiptomi papi rend tagja lett, és ennek megfelelő tanításban részesítették. Kr. e. 525-ben Kambüszész leigázta Egyiptomot, és Püthagorasz mint egyiptomi pap került a fogságába. Babilónba hurcolták, ahol állítólag hét évet töltött. Ezalatt megismerte a kaldeusok vallását, filozófiáját,  matematikáját. A babilóniak számításainak célja nem a mindennapi élet egyszerűbbé tétele volt (leszámítva persze a pénzgazdálkodást), tudományuk jóval kevésbé volt gyakorlatias. A kaldeusok kitűnő csillagászok voltak, ismerték a bolygók pályáját, naptárakat készítettek és ki tudták számolni a legközelebbi nap-és holdfogyatkozás időpontját. Gömbháromszögekkel foglalkoztak, az égboltot egy gömb belsejének tekintették: így végezték számításaikat. Ők osztották föl elsőként a kört 360 fokra.

Püthagorasz Babilónból talán még Indiába is elkerült. Az indusok ekkor már hatalmas számokkal számoltak, és elképzelhetetlenül nagy számokra is voltak számneveik. Ők is az egyiptomi geometerekéhez hasonló módszert használtak a derékszög kimérésére, csak ők olyan háromszöggel dolgoztak, melynek oldalai 5, 12, illetve 13 egység hosszúak voltak.

A korabeli Keletnek nemcsak matematikai, de filozófiai és vallási ismeretei is nagy hatással voltak Püthagoraszra, aki – hosszú vándorlásai után – végül visszatért szülőföldjére, Szamosz szigetére. Filozófiai iskolát akart alapítani, hogy az általa szerzett új ismereteket kutassák. Ám hazatértekor azt kellett tapasztalnia, hogy Szamosz – mely egykor rendkívül szabad szellemű állam volt – immár a zsarnok Polükratész hatalma alatt állt, és ennek megfelelően megváltozott. Püthagorasz visszautasította az uralkodó meghívását az udvarba, mert attól félt, hogy Polükratosz csak el akarja őt hallgattatni. Ezért a sziget egy félreeső részébe vonult, és egy barlangot választott  elmélkedései színhelyéül.

A kényszerű magányt nehezen viselte, ezért megvesztegetett egy fiút, hogy legyen a tanítványa. Diákjának alkalmanként három obulust fizetett, de hamarosan azt vette észre, hogy a fiú kezdeti idegenkedése szenvedélyes érdeklődéssé változott. Ezt látva Püthagorasz próbára tette: úgy tett, mintha minden pénze elfogyott volna, és így nem tudna többet fizetni. Ekkor tanítványa – nehogy a tanulást abba kelljen hagynia – fölajánlotta, hogy ő fizet az órákért.

Püthagorasznak Szamoszon alapított iskolája, a Püthagoraszi Félkör teljes kudarcba fulladt: nézetei miatt az uralkodó menekülésre kényszerítette a gondolkodót egyetlen hűséges követőjével együtt.

Püthagorasz Krotónban telepedett le. Dél-Itáliában (ezt a területet nevezték ekkor Magna Graeciának: Nagy Görögországnak) ekkor virágoztak a görög gyarmatvárosok – mint Krotón –, és a hellén műveltség központja is ide tevődött át. Milón, Krotón leggazdagabb embere pártfogásába vette Püthagoraszt. Ha lehet, Milón híre még Püthagoraszét is túlszárnyalta: a legerősebb emberként tartották számon és tizenkétszer nyert az olümpiai játékokon. Emellett érdeklődött a matematika és a filozófia iránt. Püthagoraszt házába fogadta, és helyet ajánlott a megalapítandó püthagoraszi iskola számára. 

II. A püthagóreusok

Milón pártfogásával Püthagorasz megalapította a Püthagóreus Testvériséget.

A Testvériség tulajdonképpen vallási közösség volt, papi jellegű szektává alakult, hasonlóan az egyiptomi és babilóni rendekhez. Abban hittek, hogy az egy (!) isten úgy alkotta meg a világot, hogy az a számok törvényeinek megfeleljen. Az isteni harmónia teremt rendet a világban. Az ember arra hivatott, hogy ezt a harmóniát – mely megteremti a boldogságot – megkeresse. Mivel a matematikában föllelhetők az örök törvények,  az ember úgy juthat el legeredményesebben ehhez a harmóniához, ha a számokkal foglalkozik. Ezúton megfejtheti a világmindenség titkait és közelebb kerülhet az istenséghez. Ahogy Arisztotelész írja: „... a harmónia és a természet viszonyait is számokban látták, s minthogy a többi dolgok is – úgy tűnt – egész lényükben a számokhoz hasonlítanak, a számok pedig az egész természetben az elsők, az volt a felfogásuk, hogy a számok elemei az összes létezők elemei is, és hogy az egész ég harmónia és szám. Mármost amiről ki tudták mutatni, hogy megegyezik a számokban és a harmóniákban az ég tulajdonságaival, részeivel és az egész rendszerrel, azokat összeszedve egymással kapcsolatba hozták.”
 A püthagóreusok azt mondták, hogy „a szám mindeneknek szubsztanciája”
 és a „számok maguk a dolgok”
. Tehát a püthagóreusok  vallásában a számok központi helyet foglaltak el, és matematikai kutatásaikat vallási tevékenységnek tekintették. Ezt egészítette ki a számos életmódbeli előírás, mely a Testvériség tagjainak életét átszőtte. Ilyen volt pl. a húsevés tilalma,  hosszú haj és gyapjúköntös viselése.

A püthagóreusok társaságának  több női tagja is volt. Milón leánya, Theanó is köztük volt, aki Püthagorasz legkedvesebb tanítványa, majd felesége lett. Theanó megírta férje életrajzát, ám ez sajnos elveszett. Püthagorasz semmit sem írt le tanításaiból és fölfedezéseiből. Éppen ezért nehéz megkülönböztetnünk, melyek Püthagorasz saját fölfedezései, és mi az, amelyre tanítványai jöttek rá. Munkája elválaszthatatlanul összeforrt a tanítványok kutatásaival. Az egyes eredményekről azért is nehéz eldönteni, hogy ki(k)hez tartoznak, mert a püthagóreusok eredményeiket szigorúan titokban tartották. Az iskola tagjai átok terhe mellett esküt tettek, hogy soha nem hozzák nyilvánosságra felfedezéseiket. Éppen ezért – mivel a Testvériségről már a kortársak közül is keveseknek volt biztos ismerete – számos mendemonda terjedt el a püthagóreusokról.

Püthagorasz az iskolát hatszáz követőjével alapította. Később sokan kérték felvételüket a Testvériségbe, azonban  a püthagóreusok nem mindenkit fogadtak maguk közé. Azoknak, akik a társaság tagjai kívántak lenni, előbb a megfelelő életmód és a zene révén meg kellett tisztulniuk – ez is mutatja a püthagóreusok iskolájának vallási jellegét –, majd különféle próbákat kellett kiállniuk. Ha ez megtörtént, és a Testvériség tagjainak sorába léphettek, a püthagóreusok fölfedték előttük a harmónia és a számok titkait. Ha valaki belépett a Testvériségbe, minden vagyonát a társaságnak kellett adnia, viszont, ha később esetleg kilépett a szövetségből, eredeti javainak kétszeresét kapta vissza. A távozók emlékére egy-egy sírkövet állítottak.

Püthagorasz iskolája rövidesen rendkívüli tekintélyre tett szert. Ezt két, egymásnak ellentmondó beszámoló is tanúsítja. Az egyik változat a következőket meséli: Kr. e. 510-ben fölkelés tört ki Szübariszban, a Krotónnal szomszédos városban. A lázadók megszerezték a hatalmat, és vezérük, Telüsz az előző kormányzat híveinek üldözésébe fogott. A Krotónba menekült „árulók” kiadatását kérte, hogy azok Szübariszban elnyerjék méltó büntetésüket. Milón és Püthagorasz azonban rávette a krotóniakat, hogy védjék meg a menekülteket. Telüsz ekkor Krotón ellen vonult. Hetvennapos küzdelem után Krotón legyőzte a háromszoros túlerőben levő Szübariszt, és megtorlásul elpusztította Szübariszt. A püthagóreusok befolyását mutatja az is, hogy a krotóniak ekkor attól való félelmükben, hogy a zsákmány majd az iskola kezébe jut, zúgolódni kezdtek. Amúgy is ellenszenvvel kezdték már figyelni a Testvériséget, mivel annak semmilyen fölfedezéséről nem értesülhettek. Ekkor Külón állt az irigy, rettegő nép élére. Külón mintegy húsz évvel korábban kérte felvételét a Testvériségbe, azonban visszautasították, és most eljött az ideje, hogy rettenetes sérelméért bosszút állhasson. A csőcselék fölgyújtotta Milón házát és a mellette álló iskolaépületet. Milónnak sikerült megmenekülnie, azonban Püthagorasz sok tanítványával együtt ott lelte halálát. Ezután Püthagorasz követői más városokba menekültek és ott hirdették a püthagoraszi tanokat, nyilvánosságra hoztak több fölfedezést és új iskolákat alapítottak. A másik változat szerint Szübariszt azért rombolták le, mert lakói megsértették Püthagoraszt. Eszerint Püthagorasz életét nem is Krotónban, hanem Metapontionban fejezte be, viszont ez a változat is úgy mondja, hogy az iskola azért pusztult el, mert arisztokratikus szervezete rengeteg ellenséget szerzett neki, titkossága miatt pedig könnyen támadható volt.

A Testvériség Püthagorasz halála után két részre szakadt. Az egyik csoport a püthagóreus tanok vallási vonatkozásait tartotta fontosabbnak, míg a másik a matematikai kutatások folytatását helyezte előtérbe. Az iskola, mondhatjuk, hogy mintegy két évszázadig ilyen vagy olyan formában fönnállt, maga a mozgalom a Kr. e. IV. században szűnt meg. Később még egyszer újraéledt az újpüthagóreusok filozófiájában (Kr. e. 50- Kr. u. 300 k.).

III. A püthagóreus matematika és zene

Püthagorasz iskolájában négy tárgyra helyezte a hangsúlyt: aritmetika (számelmélet), harmónia (zene), geometria és asztrológia (csillagászat). A következőkben a Testvériség legfontosabb fölfedezéseiről szeretnék néhány szót szólni a teljesség igénye nélkül.

1. Matematika

A püthagóreusok úgy gondolták, hogy az 1 a számok alapja, ez nem osztható részekre, 1-nél kisebb szám nincs. Ha az 1-et megsokszorozzuk, újabb számokat kapunk. Minden szám tehát egységekből áll és így részekre bontható. Az olyan számokat, melyeket két egyenlő részre tudtak bontani, páros számoknak nevezték, amelyekre ez nem teljesült, páratlan számoknak. Ezzel kapcsolatban számos észrevételt tettek:

· Páros számokat összeadva vagy egymásból kivonva is páros számokat kapunk.

· Két páratlan számot összeadva párosat kapunk.

· Páros sok páratlan számot összeadva páros számot, páratlan sokat összeadva páratlant kapunk.

· Páros számból páratlant kivonva páratlant kapunk.

· Páratlan és páros szám szorzata páros.

Az a szám, amely két egyenlő részre osztható, és az így kapott részek páratlanok, csak úgy bontható kéttényezős szorzatra, hogy az egyik tényező páros, a másik páratlan szám lesz.

    stb.

A püthagóreusok a különösen fontos számok után kutattak. Így bukkantak rá a tökéletes számokra és a barátságos számpárokra. Mindkét fölfedezésük az oszthatósággal kapcsolatos:

Az olyan számokat tökéletes számoknak nevezték, melyek egyenlőek az önmaguknál kisebb osztóik összegével (vagyis a saját „részeikből összeállnak”). Tökéletes szám pl. a 6, hiszen 1+2+3=6 (a 6 önmagánál kisebb osztói az 1, a 2 és a 3). Ha a szám önmagánál kisebb osztóinak összege nagyobb volt magánál a számnál, a számot bővelkedő (pl. a 12, mert1+2+3+4+6=16>12), ha kisebb, hiányos számnak (pl. a 10, mert 1+2+5=8<10) nevezték. A tökéletes számok nagyon ritkák, és minél nagyobb számokat vizsgálunk, annál ritkábbak lesznek. A püthagóreusok mindössze négy ilyen számot ismertek. Ezek a 6, 28, 496 és 8128. Észrevették a tökéletes számoknak azt az érdekes tuljdonságát is, hogy előállíthatók egymást követő számok összegeként:

· 6=1+2+3

· 28=1+2+3+4+5+6+7

· 496=1+2+3+4+5+6+7+8+9+...+31

· 8128=1+2+3+4+5+6+7+8+9+...+127.

A püthagóreusok kíváncsian kutatták a tökéletes számok mögött rejlő mélyebb összefüggéseket. Más észrevételeket is tettek. Megfigyelték, hogy a tökéletesség valahogyan kapcsolódik a kettősséghez: a 2-hatványok majdnem tökéletesek, hiszen önmaguknál kisebb osztóik összege éppen 1-gyel kisebb önmaguknál.

· 4 esetén 1+2=3

· 8 esetén 1+2+4=7

· 16 esetén 1+2+4+8=15

                           stb.

Megjegyzések a tökéletes számok utótörténetéhez:

Később Euklidész mélyebb összefüggést tárt föl a kettősség és a tökéletesség között. Észrevette, hogy a tökéletes számok előállíthatók egy kettőhatvány és a következő kettőhatványnál 1-gyel kisebb szám szorzataként, vagyis fölírhatók  2n−1(2n − 1) alakban. Ld.:

· 6=21(22 − 1)

· 28=22(23 − 1)

· 496=24(25 − 1)

· 8128=26(27 − 1)

Euklidész arra is rájött, hogy, ha 2n − 1 prímszám, akkor 2n−1(2n − 1) tökéletes szám. („Ha az egységtől kezdve kétszeres arányban képezünk egy mértani sorozatot, amíg a sorösszeg prím nem lesz, és az összeggel megszorozzuk az utolsó tagot, akkor a szorzat tökéletes szám lesz.”) A 2n−1(2n − 1) képlettel mindig páros tökéletes számot kapunk. Máig megoldatlan az a probléma, hogy létezik-e olyan tökéletes szám, amely páratlan.

Később Euler az állítás fordítottját is igazolta: minden páros tökéletes szám fölírható 2n−1(2n − 1) alakban, vagyis megkapható Euklidész módszerével. Vagyis a páros tökéletes számok és a 2n − 1 alakú prímek (Mersenne-prímek) között kölcsönösen egyértelmű hozzárendelés lehetséges. Még ma sem ismert, hogy a Mersenne-prímek száma véges vagy végtelen. Erdős Pál szerint „ez a kérdés talán a legnehezebb, ha nem is a legsürgősebb probléma, amivel az emberiség szemben áll”
.
Az 5. tökéletes számot csak a XV. században találták meg: ez 33 550 336. Még a XVI. században megtalálták a 6.-at és a 7.-et. Napjainkban számítógépes programokkal keresik az újabb tökéletes számokat, az egyik nemrégiben talált tökéletes szám több mint 130 000 jegyű.

A tökéletes számok mellett a püthagóreusok sokat foglalkoztak a barátságos (vagy baráti) számpárokkal. Barátságos számpár alatt két olyan számot értettek, amelyekre teljesül, hogy mindkettő egyenlő a másik szám osztóinak összegével (a számot magát nem számítva). a püthagóreusok mindössze egy ilyen számpárt ismertek: 220 és 284. Erre a két számra valóban teljesül, hogy 220=1+2+4+71+142 (ezek a 284 osztói) és 284=1+2+4+5+10+11+20+ +22+44+55+110 (ezek a 220 osztói).

Megjegyzések a barátságos számpárok utótörténetéhez:

A barátságos számpárok megkeresésének módszerét egy arab matematikus, Szábit ibn Kurra fedezte föl a 9. sz.-ban. Később Descartes, Fermat és Euler is foglalkozott barátságos számpárok keresésével, és többet találtak is. A 20. században számítógéppel megkeresték az összes olyan barátságos számpárt, melynek mindkét tagja kisebb 1 000 000-nál: 42 ilyen párt találtak. A barátságos számpárokkal kapcsolatban az idők folyamán két sejtés alakult ki:

1. A baráti számpárokra teljesül, hogy két tagja azonos paritású.

2. A számpárok két tagjának hányadosa – minél nagyobb számokat vizsgálunk, egyre inkább – közelít az 1-hez.

Még egyik feltevés sem bizonyított.

A püthagóreusok a számokat sokszor szemléltették kavicsokkal. Ezeket a kavicsokat különböző alakzatokba rendezték; az így kirakott kavicsok számát ma figurális számnak nevezzük. A püthagóreusok az olyan számokat, melyeket úgy kapunk, hogy a számokat 1-től kezdve valameddig összeadjuk (1+2+3+...+n), háromszögszámoknak nevezték, mivel az ilyen számokat kavicsokból kirakott szabályos háromszögekkel szemléltették: az első sorban 1 kavics, a másodikban 2, a harmadikban 3, stb. kavics volt. A háromszögszámok mellett több más figurális számmal is foglalkoztak, így téglalapszámokkal, négyzetszámokkal (!) és ötszögszámokkal.

Püthagorasz nevének hallatán először valószínűleg mindenki a Püthagorasz-tételre gondol. Mint az I. részben láthattuk, az összefüggést már az egyiptomiak és az indiaiak, sőt a kínaiak is használták közel egy évezreddel Püthagorasz előtt, azonban ők nem tudták, hogy ez az összefüggés minden derékszögű háromszögre igaz. Püthagorasz volt az első, aki annak az összefüggésnek az általános érvényét bizonyította, hogy a derékszögű háromszögben az átfogó fölé rajzolt négyzet területe egyenlő a befogók fölé rajzolt négyzetek területeinek összegével. Ezért kötődik ez a tétel az ő nevéhez.

Arisztotelész tanítványának, Eudemosznak a matematikatörténeti munkájából a következő Püthagoraszról szóló részlet is ránk maradt: „...Püthagorasz változtatta az e tudáságazattal (ti. a matematikával) való foglalkozást valódi tudománnyá, amennyiben alapját magasabb szempontból tekintette és tételeit az anyagtól függetlenül és értelmi alapon vizsgálta.”
 Ezt a tételmondatot jól igazolja az említett tétel általános érvényének bebizonyítása: az egyiptomiak és az indiaiak csak alkalmazták ezt a tudást, Püthagorasz viszont – aki előtt a görög matematika sem kereste a matematikai rendszer alapjait, nem állt a kutatás központjában az általános érvényűség keresése – elvonatkoztatta a tapasztalattól és az anyagi világtól; örökérvényű és általános voltát mutatta meg.

Megjegyzések a Püthagorasz-tételhez:

1. Ma a Püthagorasz-tételnek közel száz bizonyítása ismeretes. Az alábbi, angol nyelvű honlap ezek közül 72-őt (!) ír le: http://www.cut-the-knot.org/pythagoras/index.shtml

2. A Püthagorasz-tétel egyik általánosítása ibn Tabit, arab matematikus tétele, amely elvezet a cosinus-tételhez, amely a Püthagorasz-tétel legfontosabb általánosítása.
3. Egy történetíró szerint Püthagorasz a tétel fölfedezése fölötti örömében száz ökröt áldozott, ám ez nem valószínű, mert a püthagóreusok hittek a lélekvándorlásban, és abban is, hogy az emberek lelke haláluk után állatokba is beköltözhet. Éppen ezért tartózkodtak az állatok megölésétől.

A püthagóreusok azt is belátták, hogy végtelen sok püthagoraszi számhármas van. Püthagoraszi számhármas alatt olyan számhármast értünk, melynek tagjai derékszögű háromszög oldalainak mérőszámai lehetnek.

A püthagóreusok, mivel a számokat egységek sokszorosának tekintették, nem foglalkoztak törtszámokkal, helyettük aránypárokkal dolgoztak. Az aránypár (gör. analógia) alatt arányok egyenlőségét (gör. logosz=arány) értették. Úgy képzelték tehát, hogy a világmindenség leírható egész számokkal, illetve ezek arányával (vagyis – mai szóhasználattal élve – racionális számokkal), és úgy gondolták, hogy közelebb jutottak a világmindenség titkainak föltárásához. Azonban Püthagorasz egyik tanítványa, Hippaszosz (még a mester életében) fölfedezte, hogy bármely négyzet átlója összemérhetetlen az oldalával (vagyis, ha a négyzet oldalának hossza racionális szám, az átlója nem az). Ezzel fölfedezte azt, hogy a püthagóreusok elmélete alapjaiban hibás. Elképzelhető, mekkora megrázkódtatást okozott ez Püthagorasznak magának és  többi tanítványának is (már csak azért is, mert a bizonyítás épp Püthagorasz tételén alapult). A fölfedezést természetesen sokáig titokban tartották, azonban Hippaszosz hamarosan fölfedte az új ismeretet a nyilvánosság előtt, ezért kizárták a Testvériségből. Hippaszosz hajótörésben veszítette életét. Egyes beszámolók szerint maguk a püthagóreusok vetették egy hajóból a tengerbe, hogy meggátolják a végzetes hír elterjedését. Egy másik beszámoló azonban így kommentálja a történteket: „Azt mondják, hogy az az ember, aki az irracionális szemléletét rejtekéből a nyilvánosságra hozta, hajótörésnél pusztult el. Éspedig azért, mert ami kimondhatatlan és aminek nincs képe, annak örökké rejtve kellett volna maradnia. Éppen ezért a szentségtörőt, aki az elevennek ezt a képét véletlenül megérintette és felfedte, nyomban eltemették és körülfolyják őt a hullámok”
.

Ez a fölfedezés azonban sokáig nem bírta rá a görögöket, hogy  más számfogalmat alkossanak.

2. Zene

Püthagoraszt a számok és a természet kapcsolata is erősen foglalkoztatta, hiszen fölfedezte, hogy egyes természeti törvények leírhatók számokkal. Ezzel kapcsolatos egyik legismertebb fölfedezése, amely a számok és a zene közötti összefüggést tárta föl. Püthagorasz egyébként nagyon fontosnak tartotta a zenét, „felfogása szerint a zene is sokban hozzájárul az egészséghez, ha valaki azt megfelelő módokon használja föl. Nem mellékesen szokta ti. használni az ilyen tisztítást (katharsis) –  így nevezte ugyanis a zene révén történő gyógyítást. A tavaszi időszak táján ilyenfajta dalt alkalmazott: leültetett valakit középre, aki lanton (lyra) játszott, körben ültek azok, akik énekelni tudtak, s így, az a húrokat pengette, vele együtt bizonyos paianokat énekeltek. Úgy gondolták, hogy ezek révén vidámak, harmonikusak (emmelés) és kiegyensúlyozottak (enrhythmos) lesznek.”
 „Egy alkalommal éppen gondolataiban és feszült töprengésben merült el afelől, hogy nem tudna-e a hallásnak valami segítő eszközt kitalálni, ami erős és nincs tévedésnek alávetve, mint amilyen a látás esetében a függőón, a mérőrúd, vagy éppenséggel a magasságmérő, a tapintás esetében pedig a mérlegkar vagy a súlyok kitalálása. Eközben egy kovácsműhely mellett ment el, s valami isteni véletlen folytán meghallotta a kalapácsokat, amint az üllőn a vasat kalapálták, s hogy egymásnak egy kapcsolat kivételével vegyesen, de összhangzóan adták a hangokat. Felismerte ugyanis bennük az oktávot, a kvintet, a kvártot. A kvárt és a kvint közötti kapcsolatot önmagában disszonánsnak (...) látta”. Ekkor „berohant a kovácsműhelybe, és sokféle kísérlet révén úgy találta, hogy a hangok különbségének oka a kalapácsok súlyában rejlik és nem a kalapácsok erejétől függ, sem a kalapácsok alakjától”
. A harmonikusan együtthangzó kalapácsfejeket megvizsgálva azt találta, hogy tömegük egymás törtszámszorosa. A többivel nem harmonizáló hangú kalapács tömege nem volt ilyen kapcsolatban a többi kalapács tömegével. 
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„A szabadon rezgő húr alaphangot ad. Ha a húrt fele hosszában megérintjük (...), akkor egy oktávval magasabb hang keletkezik, és az harmonizál az alaphanggal. Ha a csomópontot a húr hosszának harmad-, negyed-, ötödrészébe, stb. visszük át, akkor más felharmonikusokat is megszólaltathatunk.”

Vagyis Püthagorasz fölfedezte, hogy a zenei harmónia egyszerű számarányokkal magyarázható. Püthagoraszt ez megerősítette abban a fölfedezésében, hogy a természetben minden jelenség mögött számok rejlenek. Ezért kijelentette: „számok vannak mindenütt”
.

IV. Forrásmunkák

· Egmont Colerus: Pythagorastól Hilbertig. A matematika történetének korszakai és mesterei. Budapest, Franklin-Társulat, é. n. Első fejezet: Pythagoras. Matematika mint tudomány. 

· G. S. Kirk, J. E. Raven, M. Schofield: A preszókratikus filozófusok. Bp., ATLANTISZ 1998. Hetedik fejezet: Szamoszi Püthagorasz.

· Ritoók Zsigmond (szerk.): Források az ókori görög zeneesztétika történetéhez. Budapest, Akadémia Kiadó, 1982. 

· Simon Singh: A nagy Fermat-sejtés. Budapest, Park Könyvkiadó, 1999. 

· http://www.felkol.org.yu/common/webolvas/Peics-Apitagoreusok.htm

A megjegyzésekhez felhasznált források:

· http://www.freeweb.hu/beluard/index2_12.htm (tökéletes számok)

· http://www.komal.hu/cikkek/2004-02/freud.h.shtml (tökéletes számok – Mersenne-prímek)

· http://beluard.freeweb.hu/index2_13.htm (barátságos számpárok)

· http://hu.wikipedia.org/wiki/Pitagorasz-t%C3%A9tel (Püthagorasz-tétel)

A legművészibb tudomány és a legtudományosabb művészet

avagy a matematika és a zene
Mi a matematika és mi a zene?

A matematika a megismerés tudománya. A matematika a tudományok rendszerében különleges helyet foglal el, s nem sorolható sem a természet-, sem a társadalom-tudományokhoz. Bármely tudományághoz kapcsolódhat, más tudományok eredményeinek leírására is alkalmas, de tőlük tárgyában és módszereiben (magas fokú absztrakció, dedukció, sajátos szimbolika) különbözik. A mai értelmezés szerint a matematika azoknak a struktúráknak, elrendezéseknek, relációknak a tudománya, amelyek a számolás, a mérés elemi gyakorlatából és a tárgyak alakjának leírásából származtak. 

A Magyar Nagylexikon definícióját kiegészíthetjük: a matematika tehát alkalmas arra is, hogy a zenetudomány (zeneművészet) produktumait is leírja és kifejezze a zene strukturális összefüggéseit, számokkal mutassa ki a benne rejlő törvényszerűségeket. Ugyanakkor alkalmas arra is, hogy az egyediséget is pontosan rögzítse

A zene a hangok alkotó megformálása. Alapelemei: az emberi vagy hangszerhangon megszólaltatott dallam, a ritmus és a harmónia. A zenében ezek formává, esztétikai értéket képviselő zeneművé összegződnek. Alkotóeleme lehet a csend, a zörej és a 20. század óta a mesterségesen keltett hang (elektronikus zene) is.

A görög mitológia szerint a zene isteni ajándék, amelyet az ember Apollóntól és a múzsáktól kapott. Pithagorasz és iskolája tudományos felfogást képviselt: a zene anyagát, a hangot számarányokkal, valamint matematikai és fizikai vizsgálatok eredményeivel írta körül. Feljegyzések maradtak arról, hogy az ókori Görögországban hogyan alkották meg a zene egyik legfontosabb elemét a hangsort. Pithagoraszt elbűvölte a zene is, különösen annak a számokkal való kapcsolata. Egy dobra kifeszített húrral határozta meg a hangközöket. A húr hosszát megfelezte és az első felharmonikust így kapta meg, s ezt folytatta tovább. Vagyis a zenét matematikával értelmezte. A hangokat (frekvenciákat) számok hányadosaiként írta le. A fülnek kellemes (konszonáns) hangközöket a pozitív egész számok bizonyos arányaival értelmezte. Ebből kiindulva ezen arányok között műveleteket is végzett. Az ókori görög tudósok úgy gondolták, hogy a csillagászattól a zenéig a számok minden felvethető kérdésre választ adnak. Az így megalkotott pithagoraszi hangrendszer hosszú ideig megfelelt a kívánalmaknak, hiányosságait csak jóval később ismertékek fel és csak akkor módosították. 

Az űrlap alja

A matematikai és e tudomány művelői szolgálják tehát a zenét és örömüket lelik benne, a zene művelői pedig felhasználják a matematika támogatását és ugyanakkor ihletet, feltöltekezést kínálnak számukra. Kijelenthetjük, hogy a matematika a legművészibb tudomány és a zene a legtudományosabb művészet.*
Vannak olyan vélemények, hogy a legkozmikusabb nyelv a zene. „A szó nyelve csak az emberé, a zene a kozmoszé.  Az embernek a zenéje a legmagasabb szintű, legegyeteme-sebb jelenléte és megnyilvánulása a kozmoszban.” (6. sz. forrás)

Azok, akik csak hallgatják, élvezik a zenét, talán nem is tudják, hogy a hangok áradata milyen szigorú törvényszerűségeket követ. A zenében véleményem szerint két olyan csoda van, ami szorosan összefügg a matematikával.

_______________


*Ennyi személyesség talán megengedhető ebben a nem kizárólag matematikai problémára koncentráló dolgozatban

Meglepő, hogy éppen a legnagyobb fantáziát, szabadságot megvalósító művészet, a zene és a szigorú rendszerekre, szabályszerűségekre, egyértelműen racionalitásra épülő matematikatudomány között szeretném kimutatni ezt a kapcsolatot. Ez nagy kihívás számomra, hiszen 9 évi zenélés 10 évi matematikatanulás után a csoda megfejtésének mélységéig nem jutottam, de pontosan érzem és tudom, hogy ez létezik és dolgozatomban megkísérlem példákkal bizonyítani. A két csoda közül az első – véleményem szerint – magának a zenének a megalkotása, ami magas szintű, elvont szellemi tevékenység. A második csoda pedig a zeneszerző agyában megszülető mű átadása a többiek számára. 

A zenének saját maga megőrzése és reprodukálása céljából szüksége van a matematikára. Azaz ahhoz, hogy a zene leírható és újra meg újra előadható legyen, pontos szabályok szerint átfordítódik kézzel rögzíthető jelekké. Ezek a jelek azután csakis egyféleképpen fejthetők meg, azaz olvashatók le. Igaz, hogy a hangzás az előadók képzettségétől, egyéni művészi elképzeléseitől függően általában különböző, de a zenemű mindig és egyértelműen ugyanaz.

Az ember első, ösztönös zenei megnyilvánulásaiban még nem kereshető a matematikai gondolkodás. Ez természetesen csak később, a zeneművészet fejlődésének magasabb fokán, a zeneszerzés és az előadó művészet igényességének növekedésével jelentkezett. Ekkor fejthették meg, írták le az ösztönös zenéket és használták újra, már tudatosan az azokban fellelt törvényszerűségeket és építettek rájuk egyre bonyolultabb új zenéket. A zenében felismerhető (alkalmazott, létrehozott és megjelenő) szabályszerűségeket kutatva nagyon hamar átkerülünk a matematika birodalmába. Vizsgálódásomban számos érdekes témát találtam ennek igazolására. Sok olyan fogalommal találkozhatunk, amelyek a matematikában és a zenében egyaránt használatosak: ellentétek, ismétlés, fokozás, szerkezet, variációk stb. Közülük kívánok bemutatni néhányat, azzal a megjegyzéssel, hogy ezek csak példák egy végtelen tárházból. 

1. Szerkezet

Bárminek van szerkezete, ami részekre tagolódik. A szerkezet azt mutatja meg, hogy a részekből hogyan épül fel az egész és a részek hogyan viszonyulnak egymáshoz. Ha van egy jellegzetes, mindig visszatérő rész, akkor azt jelöljük ugyanazzal a betűvel, az eltérő részeket pedig eltérő betűkkel. Ez például a rondóforma:  A B A C A D A. Az állandóan visszatérő dallam a rondótéma (A), ezek között pedig a különböző terjedelmű és dallamú részek helyezkednek el (epizódok). A bécsi klasszikusok gyakran használták a rondóformát, főként szimfóniák, szonáták, versenyművek zárótételeiben.

Az ismétlődéses szerkezet klasszikus példája a zenében a menüett: A B A. Az első és harmadik rész szinte teljesen megegyezik, csak az a különbség, hogy a harmadik részben elmaradnak az ismétlések. A középső rész tartalma eltérő és érdekes módon ennek a neve is a hármas számra utal: trió. Ennek az a magyarázata, hogy a triót egykor mindig három fúvós játszotta. A menüett egyes részei további háromrészes szerkezetre tagolódnak. Így a menüett teljes szerkezet az alábbi:

                                   _________________________________________

                                   A                                     B                                     A

                         ____________               ___________                    __________

                        C       D       C                  E       F        E                 C      D       C

A magyar népdalok szerkezete is leírható képlettel, ami rögtön el is árulja, hogy régi vagy új stílusú népdalról van-e szó. Bartók és Kodály kutatásai szerint a régi stílusúakat az ereszkedő dallamvonal és a változatos forma jellemzi, az új stílusúak visszatérő szerkezetűek („kupolás” dallamívűek), négysoros formájúak: a dallam első és negyedik sora lényegében azonos, a harmadik sor pedig mindig eltérő. Ezen belül négy fő típust különböztetünk meg:

1. AA5BA

2. AA5A5A

3. ABBA

4. AABA

Ha matematikus szemmel nézünk az ABA képletre, azaz olyan jelekre, melyekből a két szélső azonos számra (geometriai fogalomra stb.) utal, a középső viszont ezektől eltérő, akkor erre a képletre nagyon sok megfelelést említhetünk. Például egy egyenlőszárú háromszög csúcsai (ABA) , egy tükrözött pont (ABA’) vagy akár egy téglatest térfogata (aba). Ennek az egyszerű képletnek két változója van. Ezek műveleti jelekkel vagy azok nélkül kapcsolódhatnak össze. Utóbbi esetben a számok (jelek) egymásutánja sorrendet jelöl. A számtani képletben az egymás után írt betűk szorzást jeleznek (pl. 2ab), és a betűk mellett számok is szerepelnek: K= 2a+2b

A szerkezet belső egységét keresve eljuthatunk ahhoz az egységhez, amely egy gondolatot fejez ki. Ez a beszédben a mondat, a zenében a periódus. A matematikában is létezik úgynevezett „matematikai mondat”, amely nem szerkezeti egységként tűnik ki, hanem az ő saját szerkezetével. Például egy feltételből és egy köveztetésből állhat egy matematikai mondat: Ha egy háromszög szögei egyenlők, akkor az egy egyenlő oldalú háromszög. Ez a mondat megfordítható, azaz a feltétel és a következtetés felcserélhető. Ez azonban nem minden matematikai mondatra igaz: Ha egy szám osztható kilenccel, akkor osztható hárommal. 

Szerkezeti elem a szimmetria és az asszimetria is. E matematikában jól ismert fogalmakat a zene is alkalmazza.  Vonatkozhat dallamra, ritmusra egyaránt. Szimmetrikus például Beethoven IX. szimfóniájának Örömódája. Egy-egy periódusa 8 ütemből áll, melyek 4-4 ütemnyi, egyenlő hosszúságú félperiódusokra oszlanak.             

2. Ellentétek

Először értelmezzünk matematikai ellentéteket. Klasszikus esetek a pozitív és a negatív, vagy egy szám és a reciproka. Ennek köze van a tükrözéshez, hiszen ugyanazt a fogalmat fejezik ki az egyik vagy a másik oldal szemszögéből nézve. Az 5 a 100-nak huszada, a száz pedig hússzorosa az ötnek. Ebben az ellentétben a szorzás és az osztás műveletnek az ellentéte fejeződik ki. De említhetnénk az összeadást és a kivonást vagy a négyzetre emelést és a négyzetgyökvonást. Jellegzetes matematikai ellentétpár az igaz és hamis állítás. Ha a zenéhez akarunk közelíteni, akkor említhetjük a pozitív és negatív számokat, vagy koordináta rendszerben az origóhoz viszonyítva határozunk meg pontokat, függvényeket. 

A zenében is egyértelműen megkülönböztetünk magasat és mélyet. A jelenség alapja fizikai jellegű: a nagyobb rezgésszámú hangok magasabbak, a kisebb rezgésszámúak mélyek. Ez határozza meg a szólamokat és a hangszerek osztályozását. Ezekhez a saját zenei kulccsal leírt hangtartomány rendelhető. További jellegzetes zenei ellentétek a lassú és a gyors, a hangos és halk, a szóló vagy csoportos előadás, a páros vagy váltakozó ütem, az egyszólamúság vagy többszólamúság és még nagyon sok más. Ezeknek nem minden esetben található matematikai megfelelése vagy nem kifejezetten írhatók le matematikai eszközökkel. Annyi azonban közös bennük, hogy mind a matematikát, mind a zenét áthatják az ellentétek: ezekre épülnek a problémák, ezekben fejeződik ki a gondolat, vagy ezek juttatnak el a megoldáshoz. 

3. Sorozatok

A sorozat a matematika egyik érdekes és izgalmas szabályszerűsége. A sorozat elemekből épül fel, amelyek lehetnek bármik (a hét napjai, emberek stb.), a matematikai sorozat esetében: számok. Az elemek együtteséből, az alaphalmazból akkor lesz sorozat, ha az elemek sorba rendezhetők, azaz minden elemnek megvan a meghatározott helye. Ugyanaz az elem többször is előfordulhat a sorozatban, s az is lehet, hogy ugyanabból az egyetlen elemből képezünk sorozatot.  A számtani sorozatban a szomszédos indexű számok különbsége állandó, a mértani sorozatban pedig a szomszédos tagok hányadosa állandó, ez az állandó a sorozat kvóciense vagy hányadosa. A zenében a számtani sorozat a gyakoribb, de nem zárható ki a mértani sorozat zenei megjelenése sem (például ritmusgyakorlatoknál).  
A sorozatalkotás egyik gyakori módja a sorszámozás. Ehhez annyi számra van szükség, ahány dologról van szó. A zenében az egyik legnyilvánvalóbb sorozat a hangsor, amely hét, illetve az oktáv záróhangját tekintve (melyet az elsővel azonosan jelölünk) 8 (alap)tagból áll és betűkkel jelölik ezeket. Az egyes hangok módosításai tovább bővítik és finomítják a sorozatot. A legtöbb zenei alkotás közel sem használja fel a lehetséges valamennyi hangot, sőt a hangsor alapelemeit sem. A pentatónia félhang nélküli, öt hangból álló zenei skála, mely különféle formákban a világ legtöbb részén megtalálható. A híres magyar pentaton hangsor például mindössze öt alaphangból áll: dó, ré, mi, szó, lá.  Ezekből azonban olyan tiszta és egyszerűségükben szép dallamok csendülnek, mint sok magyar népdal (a Felszállott a páva dallama, a Béreslegény vagy a Volt nekem egy kecském…) 

A szolmizációs hangok eredete egy nagyon régi és különös dallamsorozatra vezethető vissza. A Szent János-himnusz, melynek a szövege és dallama is megőrződött sok évszázadon át, úgy épül fel, hogy minden egyes sora eggyel magasabb hangon kezdődik. A dallam a források szerint tanítás céljára íródott a IX. században és a kolostorokban a hangközöket gyakorolták vele az énekesek. A mai kottázás szerint a himnusz C hanggal kezdődik és a hetedik sor már Á-ról indul, majd az utolsó sor G-vel indítva végül D-vel zár. Egy XI. századi szerzetes, Arezzoi Guido minden sor első hangját a hozzá tartozó szótaggal nevezte meg, ezzel létrehozta ma is alkalmazott szolmizációs hangsor alapját. A latin nyelvű szöveg soronként így hangzik (érdemes megörökítenünk ebben a dolgozatban, Rossa Ernő szellemes megoldású magyar szövegével, ami ugyan eltér az eredeti tartalomtól, de a hangok nevét éppúgy tartalmazza):

                                                           Nyers fordításban: 

Rossa Ernő fordítása:    

Ut queant laxis


Hogy tudják laza

Dobog a szívünk,

Resonare fibris


hangszálakkal zengeni
Réten sok szép virág,

Mira gestorum



tetteidnek csodáit

Milyen illatos

Famuli tuorum


a szolgák,


Fákon zöld lomb, zöld ág,

Solve polluti



oldozd fel a bűnös

Szólal a rigó,

Labii reatum



ajaknak vétkes állapotát
Lágyan zengvén hálát,

Sancte Joannes.


Ó, Szent János.

Néked, kikelet.

Az első szótagokat összefüggő sorozatként olvasva a szolmizációs nevek: út, re mi fa, sol, la. Az „ut” helyébe a XVII. században a dó került. Ekkor vezették be a 7. hang nevét, a szi-t, ami nálunk ti-nek hívnak, a sol-t pedig szó-nak. 

Az énekkarosok jól ismerik azokat a „bemelegítő” hanggyakorlatokat, amelyek során az énekesek egy egyszerű dallamocskát (pl. dó ré mi fá szá fá mi ré dó vagy Mendegél a mandarin, mondanám, de nem merem stb.) ismételnek mindig egy fél hanggal magasabbról kezdve. Ennek kicsit komolyabb formája a zenei szekvencia, ami egy dallam ismétlését jelenti különböző hangfokokon. Itt azonban a hangközök eltérése miatt a dallam maga is módosul: pl. dó ré mi dó, ré mi fá ré, mi fá szó mi, fá szó lá fa, szó lá ti szó stb. Ha a matematika nyelvén írjuk le, a dallameltérés nem is érzékelhető: (dó=1) 1 2 3 1, 2 3 4 2, 3 4 5 3, 4 5 6 4, 5 6 7 5, stb.

Tréfás népdalokban is megfigyelhető a sorozat kialakulása. Ilyen például az Elvetettem kenderkémet felibe, felibe, vagy a jobban ismert Én elmentem a vásárba félpénzzel.. kezdetű dal. Ez utóbbit Kityrákotty-dal címen Kodály Zoltán a Székelyfonóban is feldolgozta. A kenderkés dalból kiszámolhatjuk, hogy a lusta embernek, aki mindig mással végezteti el a munkát, ezért a termés felét mindig átengedi, a tizenkettedik versszakban (a 12. munkafázisban) a mértani sorozat szabálya szerint, már csak a kender 1/4096 része marad meg. A sorozat: ½, ¼, 1/8, 1/16, ……stb.

4. Ütem és ritmus

A zenei hangok magasságán kívül a ritmus is jól jellemezhető matematikai módszerekkel. Valószínű, hogy a történelem során a ritmus korábban jelentkezett, mint a dallam. Az egész, a fél, a negyed és a további hangok hossza természetesen írható le a 2 nem pozitív hatványaival. A kottában a hangnem megadása után a legfontosabb az ütemmutató közlése. Ezt törtszámmal jelöljük. A nevező egy hanghosszt jelöl, míg a számlálóból megtudjuk, hogy hány lehet ebből a ritmusból egy ütemben. Van páros és páratlan ütemmutató. A hangok felosztása matematikai osztással történik. Egész hangnak nevezzük a 4/4-et kitöltő hangot. (Jelölésben ez a szár nélküli üres kottafej.) Ezt kettéosztva két felet  kapunk. (Szárral ellátott üres kottafejek.) Ezt tovább osztva negyedeket (kitöltött száras kottafej), nyolcadokat  tizenhatodokat , vagy akár harminckettedeket kaphatunk. Ebbõl a hangkészletbõl 3/4, 3/8, 3/16 (vagy 5/4, 7/4…) hosszúságú hangokat is összeállíthatunk. A 3/4-es hanghoz egy fél és egy negyed összekapcsolásával juthatunk. Az összeadást a zenében a [image: image84.png]


 jel mutatja. [image: image85.png]J+d=lp
2B+1/8=3/8.




A 3/4-et, a 3/8-ot (és a többit) egyszerűbben is leírhatjuk (mint ahogy nem az 1/2+1/4-et, hanem a 3/4-es kifejezést használjuk): a hang lejegyzésekor a kottafej után egy pontot teszünk, ami annyit jelent, hogy a hang felével kell meghosszabbítani azt. Egy hang után több pont is állhat. Az egymást követő pontok mindig fele akkora értékűek, mint az előtte álló: [image: image86.png]ISy Fy N



 Ezen példák alapján bárki könnyen elvégezheti a felezés, a negyedelés és a háromnegyedelés műveletét a zenében is. 

Van olyan eset, hogy nem fél-, negyed-, vagy háromnegyed… stb. hosszúságú hangra van szükség, hanem attól eltérõ, a leírtak alapján nem elõállítható hangra. Mit jelent ez a matematikában? Ha például az 1/3-ot akarjuk felírni, azt az egész (azaz 4/4) felezésével nem kaphatjuk meg. Viszont, ahogy a matematikában, úgy a zenében is van lehetőség a hang harmadolására (ötödölésére, hetedelésére stb.). 

Ha a negyedet akarjuk három egyenlõ részre osztani: [image: image87.png]Tl



  ez a triola. Ugyanígy három részre osztható fél vagy egész is [image: image88.png]s, illetve 444)



vagy a náluk kisebb hangok: [image: image89.png]


. 

A triola mintájára megalkothatjuk a pentolát: [image: image90.png]


 a szextolát: [image: image91.png]


 vagy a szeptolát is: [image: image92.png]


. 

Eddig csak az egész hang osztásáról volt szó. Természetesen hosszabbítani (szorozni vagy hozzáadni) is lehet. 

Ezen a néhány említett példán is látható, hogy milyen sokfélék a ritmusok. A lehetőségek végtelenek.

5. Hangközök

A zenei hangsort a hangok hangközökre tagolják. Érdekes megfigyelni, hogy ezek egy oktávon belül hogyan követik egymást. Ismeretes, hogy a dúr hangsor jellegzetessége a 2 egész, 1 fél; 3 egész, 1 fél szerkezet, azaz:

CD hangköz: nagy szekund
DE hangköz: nagy szekund
EF hangköz: kis szekund
FG hangköz: nagy szekund
GA hangköz: nagy szekund
AH hangköz: nagy szekund
HC hangköz: kis szekund.

Kialakulására állítólag az jellemző, hogy a CDEF (tehát a nagy szekund-nagy szekund-kis szekund szerkezet) hangsor ismétlődik meg egy kvinttel feljebb: GAHC, és ez határozza meg szerkezetét. Matematikai értelemben máris láthatunk egy algebrai struktúrát, amelynek művelete a hangközök összetétele: nagy szekund + nagy szekund + kis szekund + nagy szekund = (tiszta) kvint; és természetesen: nagy szekund + nagy szekund + kis szekund + nagy szekund + nagy szekund + nagy szekund + kis szekund = oktáv. Az eredeti fél oktáv terjedelme, a CF hangköz kvart = nagy szekund + nagy szekund + kis szekund.

Fizikai-akusztikai értelemben a hangközökre a bennük szereplő hangok rezgésszámainak hányadosa jellemző, pl. kvint = 3/2, kvart = 4/3, oktáv = 2/1. Hangközök összetétele esetén ezek az arányszámok összeszorzódnak: kvint + kvart = oktáv; 3/2 * 4/3 = 2/1.

Feltehetjük ugyanazt a kérdést, amely a zenetudósokat évszázadokon át foglalkoztatta: két félhang valóban egy egész hang? Helyesebben két kisszekund összetétele egyenlő a nagy szekunddal? 

A zongorán alkalmazott egyenlő lebegésű temperálás igennel felelt a kérdésre, csakhogy a zongorán az oktáv az egyetlen tisztán maradó hangköz, még a kvint sem tiszta. Nem így a hegedűn, ugyanis a hegedű húrjai kvintekben vannak hangolva, és az ebből adódó rezonanciák nemcsak hogy hallatszanak, de még látszanak is a húrokon. A feltett kérdésre a zenészek és zenetudósok egyértelmű nemmel válaszolnak.

6. Számokkal jelölt hangsorok,

avagy

a Bolyaiak, a zeneértők matematikusok

Gyakran hallani, hogy tudósok, sebészek, magas intelligenciájú emberek maguk is művelik a zenét, vagy más módon kötődnek hozzá. A zene elméletének megértéséhez a muzikalitáson túl matematikai képzettség is szükséges. A két Bolyai számára a zeneelmélet talán kellemes szellemi próba lehetett, ami beépült az életükbe. Munkásságukban több zenei tárgyú értekezés is található. Benkő Andrásnak egy 1975-ben megjelent könyvében (A Bolyaiak zeneelmélete) a két Bolyai egy-egy tanulmánya is fellelhető.

Bolyai Farkas kitűnően hegedült, zeneelméleti előadásokat tartott, a metronómról például előbb beszélt, mint Malzel feltalálta azt (1816-ban). A zene nevelő hatását nagyon fontosnak tartotta. Fia, János zenei nevelését nemcsak ő, hanem a zongorista édesanya is segítette. János már hétévesen hegedült, majd kvartettben játszott, zeneszerzéssel is próbálkozott. Muzsika-tan című zeneelméleti művében matematikai fogalmakkal magyarázza meg saját zenei elképzeléseit. 

Az általuk kidolgozott témák közül a hangok lejegyzéséről és a hangsorról írtakat foglalom össze. 

A hangjegyíráshoz használt ötvonalas rendszert Bolyai Farkas elfogadja és javasolja, hogy arra – érdekes elnevezésekkel és pótvonalakkal – hét oktávszakaszt helyezzenek el. A tájékozódás azonban nehézkes, így ő is alkalmazza a c, f és g kulcsokat. János matematikusként közelítette ezt a kérdést. Megállapítja, hogy a hallható zenei hangok száma 10x12=120. Ha a hangokat vonalra és vonalközbe írjuk, 60 vonalra lenne szükség. Ezek száma segéd-, illetve pótvonalakkal csökkenthető (60:3) 20-ra, illetve 21-re. Az öt vonal alá és fölé helyez el 8-8 pótvonalat (5+2x8). Az eligazodás azonban még így is nehéz, ezért csökkenti a pótvonalak számát és az ismert jelöléssel adja meg, hogy az adott dallamvonal melyik oktávszakaszban (regiszterben) szólal meg. 

Bolyai János kísérletet tesz arra, hogy a hangokat számokkal jelölje: a c=1 képletből indulva egy oktávon belül 12 hang van, természetesen a félhangokat is külön számmal jelöli. A számokkal való jelölés nem bizonyult járható útnak (pl. ugyanannak a hangnak oktávkülönbséggel más a száma), de eljut a 12-es számrendszer egyik alkalmazási területére. Az oktávszakaszokat indexszámokkal jelöli és rendszere a teljes mai hangrendszert tartalmazza. 

Benkő András egy táblázatban hasonlítja össze kettejük hangbeosztását, s Jánosét tartja teljesnek, Farkaséból hiányzik a szubkontra oktáv. Igaz, ez a hang csak nagyon ritkán, esetleg orgonán szólal meg. Mindkettőjüknél érezhető a tudós matematikus gondolkodása, aki algebrai képleteket alkalmaz, a számokat és betűket egyenlő értékben és egyenlő félhangok jelölésére használja. Jánosnál a 12-es számrendszer alapján kibontakozik a 12-fokú hangsor, amivel azóta is többen próbálkoztak (pl. Werckmeister).

A hangsorok fogalmával szintén mindketten foglalkoztak. Bolyai Farkas felfogásában a hétfokú dúr az alaphangsor, János szerint pedig a 12 fokú. B.F. számtani alapon a következő arányokat fogadja el a dúr hangsorban az alaphoz viszonyítva: 

1 9/8  5/4  4/3  3/2  5/3  15/8  2

Ez nagyon hasonlít a pithagoraszi természetes hangsorhoz, csak a terc, szext és szeptim arányszáma változik.

	
	A hangsor fokai C-dúrban

	
	I

C
	II

D
	III

E
	IV

F
	V

G
	VI

A
	VII

H
	VIII

C

	Pithagorasz
	1
	9/8
	81/64
	4/3
	3/2
	27/16
	243/128
	2

	Bolyai F.
	1
	9/8
	5/4
	4/3
	3/2
	5/3
	15/8
	2


Pithagorasz ás B.F. dúr hangsora egész és félhangokból áll. A félhang aránya minden esetben azonos 16/15. Az egészhangnak két fajtájával találkozunk: az egyik a nagy egészhang: 9/8, a másik a kis egészhang: 10/9. E kétfajta egészhangból származó különbség sokáig nagy gondot okozott a zenetudósoknak. Az arányszámok hányadosa az ún. didymoszi komma:
9/8 : 10/9 = 9/8 x 9/10 = 81/80

A zene fejlődésével a XV-XVI. századtól szükségessé vált a hangrendszer bővítése. A módszer a temperálás, a létrejövő hangrendszer pedig temperált hangrendszer. Ezekben egy hangnemben kielégítően lehet játszani és a rokon hangnemekben sem hangzik hamisnak a zene. A 3 keresztnél és 2 b-nél távolabbi hangnemekben azonban már nehezen őrizhető meg a tiszta dallam. A rendszer finomításán századokon át foglalkoztak a zenetudósok. 

A Bolyaiak példája számomra azt bizonyítja, hogy a zene tudományos megértéséhez és elméleti fejlesztéséhez elengedhetetlenül szükségesek a matematikai ismeretek. De az is lehet, hogy a zene tanulmányozása olyan kérdések elé állítja az embereket, amik matematikai feladatként fogalmazódnak meg, és esetleg új, addig ismeretlen összefüggések megtalálásához vezetnek. A kutatók néha tévutakra futnak, de jön utánuk más, aki kijavítja a hibáikat, továbbfejleszti a nem kiteljesített ötleteket. Biztos vagyok benne, hogy számítógépekkel ma már bármilyen távoli hangnemekben tökéletesen tiszta hangzások állíthatók elő, bármilyen zene lejegyezhető és leolvasható, legalábbis elméletben. A számítógép által. Az egyes előadások egyediségét, ismételhetetlen hatását az emberi agy, akarat, tehetség és szorgalom adja. Az ember létrehozta a számítógépet, ami többet tud nála és okosabb. De nem jobb. Mert „sok van mi csodálatos, de az embernél nincs semmi csodálatosabb”. 

Források:
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9. Sulinet portál, e-tananyag, matematika

Készítette: Veress Dóra 10. A

A SZÁMÁBRÁZOLÁS

/matematika projekt, 2007/

Készítette: Wéber Mátyás (10.a)
Témám tulajdonképpen egy módszer, mely sokféle rendszert szült. Lényege, hogy a számokat egyéb szimbólumokkal jelöli. A számábrázoláson belül a számírások olyan számábrázoló rendszerek, melyeket az emberi történelmi kultúrák fejlesztettek ki gazdasági és tudományos célból a számok kezelésére. A számrendszerek pedig olyan, matematikusok által kifejlesztett számábrázoló rendszerek, amelyeknek elsősorban elméleti ill. tudományos jelentősége van. Szűkebb értelemben véve a számábrázolás az a mód, ahogyan a számítógépek a számszerű adatokat megjelenítik.

Általában egy számábrázolási módtól megköveteljük, hogy egységes és rendszeres legyen, azaz létezzen olyan algoritmus, amely tetszőlegesen adott, bármely szóba jövő számhoz (legalábbis egy meghatározott intervallumon belül) megadja azt a szimbólumot, amely a kérdéses számábrázolási módban az illető számot ábrázolja.

Az egyes számrendszer
A legegyszerűbb számábrázolási mód az összes pozitív egész szám leírására alkalmas egyes számrendszer. Ennek keretében az n számot egyszerűen n db. pálcikával vagy vonással (esetleg pöttyel, pipával stb.) jelöljük, pl. a „három” szám jele |||. A legtöbb ősi jellegű számírás (sumer, korai görög, római) ennek egy fajtája, alfabetikus számírássá alakított változata.

Bevezethető a nullát jelölő szimbólum is: 0.

Negatív számok csak segédjelek segítségével ábrázolhatóak: pl. -|||| jelentheti a -4-et, vagy esetleg úgy, hogy a négy „pálcikát” a | segédjel jobb ill. bal oldalára írjuk: „négy” = ||||| és „mínusz négy” = |||||
Alfabetikus számírások
Az ókorban szinte mindenhol az alfabetikus számírások terjedtek el. Ezek lényege, hogy a számokat betűkkel jelöljük, az | vonást például az I betűvel (mert hasonlítanak); de ezen az elemi egységen kívül további egységeket is bevezetünk, ezeket külön betűkkel jelölve. A betűk egymás mellé írása pedig összeadást jelent: így építhető fel additív módon minden szám.

Érdekes megemlíteni, hogy az alfabetikus számírások előbb keletkeztek ugyan, mint a fix alapú számrendszerben (ld. ott) történő számírások, maguk a fix alapú számrendszerek azonban minden bizonyal megelőzték az alfabetikus számírásokat, mert előbb beszélt az emberiség a számokról fix alapú számrendszerek segítségével, mint írt volna számokat az alfabetikus írás segítségével. Hogy mégis a nehézkesebb alfabetikus írásrendszerek terjedtek el, annak egyik oka valószínűleg az, hogy sokáig nem találták fel a 0-t jelölő szimbólumot (!), ami nélkül fix alapú számrendszerekben írni sokkal nehézkesebb, mint alfabetikusan (bár a késő babiloni korban megpróbálták); a másik ok talán az, hogy igen elterjedt volt az ókorban az abakusz használata, amivel könnyen lehet műveleteket végezni, a számok leírását szinte teljesen elkerülve. Matematikai célokra (műveletek végzése) ugyanis az alfabetikus számírás szinte nem is használható: már az összeadás is nagyon körülményesen oldható meg, a szorzás pedig egy egész külön tudományt igényel. A számírást inkább csak dátumozásra használták.

Tanulmányozzunk hát egy általunk is igen jól ismert alfabetikus számírást, a rómait!
A római számírás az egyes számrendszer egy módosított változata. A módosítások:

· az | szimbólumon kívül még további, nagyobb egységeket jelölő szimbólumokat is bevezetünk, a következőképp:

· A szimbólumkészlet:

· „egy” (= „|”) = I (lat. „unus”);

· „öt” (= „IIIII”) = V (lat. „quinque”);

· „tíz” (= „VV”) = X (lat. „decem”);

· „ötven” (= „XXXXX”) = L (lat. „quinquaginta”);

· „száz” (= „LL”) = C (lat. „centum”);

· „ötszáz” (= „CCCCC”) = „D” (lat. „quingenti”);

· „ezer” (= „DD”) = „M” (lat. „mille”);

A legenda szerint a V betű a kiterjesztett, öt ujjú tenyeret jelképezi, az X két V betűt, azaz kétszer ötöt jelképez; a százat (centum) jelölő C és az ezret jelölő M szimbólumok e számok latin neveinek kezdőbetűi; az ötven jele, L a szögletesen írt C betű kettévágásából, az ötszáz pedig a gömbölyűen írt M betű kettévágásából keletkezett, jelezve, hogy az előbbiek az utóbbiak felerészei.

· A számképzés szabályai:

· egymás mellé az áttekinthetőség okán maximum 3 egyforma szimbólum írható;

· ha kisebb értékű szimbólum a nagyobbat követi, az összeadást jelent;

· ha pedig a kisebb a nagyobbat megelőzi, az kivonást.

Például XXX=„harminc”, de a negyvenet már nem írhatjuk XXXX-ként, hanem vesszük az X-et követő szimbólumot, az öt X-et jelentő L-t, és kivonással állítjuk elő: „negyven”=XL.

Az első néhány szám római írásmódban:

· I

· II

· III

· IV

· V

· VI

· VII

· VIII

· IX

· X

· XI

· XII,

· XIII

· XIV

· XV

· XVI

· XVII

· XVIII

· XIX

· XX

· Innentől kezdve pedig rendre XXI, XXII, XXIII, XXIV, XXV, XXVI, XXVII, XXVIII, XXIX, XXX, XXXI, XXXII, ... stb.;

Belátható, hogy ily módon minden szám ábrázolható I-től egészen MMMDDDCCCLLLXXXVVVIII-ig, azaz négyezer-kilencszázkilencvennyolcig (4998). Nagyobb számok írásához új „egységeket” kell bevezetni.

Fix alapú számrendszerek
Ha az egyes számrendszerben nagy számot írunk fel, pl. negyvenhárom = |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||, akkor a dolog kicsit áttekinthetetlen. Alapvető ötlet, amit már pl. pilóták vagy számadó juhászok is alkalmaztak a lelőtt ellenséges gépeket számontartó repülőgéporrukon vagy juhokat nyilvántartó rovátkolt botjukon, hogy pl. hármanként csoportosítjuk az egyes rovásokat, például áthúzással, vagy egyszerűen a pálcikák közelebb írásával:

||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| ||| |;
Az utolsó rovátkát nem tudjuk csoportba sorolni, az kimaradt. Így ||| alakú csoportból még mindig nagyon sok van. Csoportosítsuk ezeket is hármanként:

(||| ||| |||) (||| ||| |||) (||| ||| |||) (||| ||| |||) ||| ||| |
Ha még mindig nem áttekinthető a dolog, akkor addig folytathatjuk a csoportosítgatást, amíg csak lehetséges.

Ennek a folyamatnak a végén keletkezik:

· 1 darab hármasok hármasaiból álló hármas csoport, 27 pálcika;

· plusz még 1 darab hármasok hármasaiból álló csoport, azaz 9 pálcika;

· 2 darab hármas csoport, azaz 6 pálcika;

· valamint még 1 pálcika.

Ha bevezetjük az „|” jelölésére az 1, a „||” jelölésére a 2 és a „ ” (nulla) jelölésére a 0 szimbólumokat, jegyeket, akkor mindezt röviden úgy is leírhatjuk: „negyvenhárom” = 1121(3). Egyszerűen egymás mellé írjuk a csoportok számának megfelelő jegyet, a legnagyobb csoport számát baloldalra, aztán jobbfelé haladva rendre az egyre kisebb csoportok számát jelölő jegyeket.
Ezzel megkaptuk a hármas számrendszert. Matematikailag egy-egy hármas csoportokba rendezés azt jelenti, a számot felírjuk a lehető legnagyobb, a számnál még kisebb hárommal osztható szám és a szám hárommal való osztásának maradéka összegeként, egyszerűbben mondva maradékosan osztjuk a számot 3-mal:

43=3×14+1;

egy újabb csoportosítás során a hányadost megint maradékosan osztjuk 3-mal:

14=3×4+2;

majd megint osztjuk a hányadost maradékosan 3-mal:

4=3×1+1;

éppenséggel még egyszer oszthatunk 3-mal:

1=3×0+1;

most már a hányados 0, ez szemléletesen azt jelenti, hogy további hármas csoportokat már nem csoportosíthatunk, befejeztük.

A hányadosok az alábbi számsort képezik (a megfelelő csoportok létszáma balról jobbra növekszik): 1,2,1,1, de mivel hagyományosan balra szoktuk írni a legnagyobb csoportok számát, és jobbra az egyre kisebbeket, a számsort fordítva kell leírni: 1121. Ennyi a 43 hármas számrendszerben.

Lebegőpontos számírások
Egyéb számítógépes formátumok
Komplemens rendszerek
BCD-kód
A BCD-kód (Binary Coded Decimal) alapelve, hogy a tízes számrendszerben felírt számot számjegyenként binárisan kódoljuk, majd rendre egymás mellé írjuk az így kapott számsorokat. Az egyes számjegyek kódjai:

· 0=0000

· 1=0001

· 2=0010

· 3=0011

· 4=0100

· 5=0101

· 6=0110

· 7=0111

· 8=1000

· 9=1001

Így például a 3458 kódja a következő lesz: 0011|0100|0101|1000, azaz „háromezer-négyszázötvennyolc” = „3458” = 0011010001011000.

BCD összeadás
Egy összeadás végrehajtásához a BCD kódok között először össze kell adni binárisan a 4 bites számokat, majd esetleg egy konverziót kell még elvégezni, hogy a helyes eredményt megkapjuk. A konverzió abból áll, hogy minden olyan csoportra, ahol az összeadás után az eredmény nagyobb volt, mint 9, hozzá kell még adni az eredményhez 6-ot. Például:

· 9+6=15 = [1001] + [0110] = [1111] binárisan.

Binárisan az edemény nem lehet nagyobb, mint 9 (nibble-nként), ezért korrekcióként a csoporthoz hozzá kell adni még 6-ot:

· 15+6 = [0000 1111] + [0000 0110] = [0001 0101]

ami eredményül már két nibble-t ad, [0001]-et és [0101] ami pontosan az "1" és "5" megfelelője. Így a BCD összeadás a helyes eredményt adja.

Gray-kód
Dióhéjban a Gray-kód a nemnegatív egész számok leírására alkalmas számábrázolás, melyet rekurzívan a következőképp adhatunk meg: az első néhány szám kódja:

0=0 1=1 2=11 3=10 4=110 5=111 6=101 7=100 8=1100 9=1101 10=1111 11=1110 ... stb.

Azaz „mindig csak egy bit változik”. Szakszerűen fogalmazva a Hamming távolsága mindig is 1.

A kínai matematika

Készítette: Xia Qida

10.a

Kína az ókorban és a középkorban fejlett matematikával rendelkezett, a XIV. század előtt a világ legfejlettebb országainak egyike volt matematikában. Az ókori kínai matematikusok főleg a gyakorlat által felvetett problémák megoldására koncentráltak, mint például a földmérés, csillagászati megfigyelések, földmunkákhoz és egyéb kultúrmérnöki tevékenységekhez kapcsolódó számítások. Ezek természetesen egyenlet-megoldási feladatokhoz vezettek. A matematika kínai klasszikusai a példa - válaszadási módszer és eredmény - magyarázat stílusú formát tették magukévá. A módszer és eredmény lépéseket rendszerint olyan formában fejezték ki, amelyet manapság algoritmusnak szeretünk nevezni. A magyarázat rendszerint megadta az algoritmust alátámasztó indokokat, némiképp hasonlóan a mai helyesség-bizonyításhoz. Az ókori kínai matematikusok sohasem vetettek fel olyan kérdéseket, hogy egy adott egyeneshez hány párhuzamos egyenes húzható egy adott ponton át, ahogyan ezt az ókori görög matematikusok tették. A hagyományos kínai geometria inkább a derékszögű háromszögekre helyezte a hangsúlyt, mint a párhuzamos egyenesekre, a hosszúságot, a területet és térfogatot hangsúlyozta inkább, és nem a szögeket. Az ókori kínai matematikusoknak nem volt fogalmuk a prímszámokról és a prímtényezőkre bontásról, e helyett egy ötletes módszert találtak ki a legnagyobb közös osztó megkeresésére. A tradicionális kínai matematika erőssége az egyenletek megoldása volt polinóm-módszerrel, kiemelve azt, ami az algoritmus konstruktivitását és hatékonyságát helyezi előtérbe. 
A XVI. század végén Európában befejeződött a sötét középkor, egy sor lángelme tünt fel a természettudományokban, mint például Kopernikusz, Galilei, Kepler, Descartes, Newton, Leibnitz stb. Ezzel ellentétben, elismerve az ókori kínai tudomány dicsőségét, a kínai csillagászat és matematika a XIV. századtól kezdve hanyatlani kezdett. A XV. századtól Kína gazdasága, valamint a tudomány és a technika egyre jobban lemaradt a nyugati világ eredményei mögött. A XVI. században nyugatiak jöttek tanulni Kínába, először keresztény misszionáriusok, néhány kínai tudós a nyugati tudományos műveket kezdte lefordítani kínai nyelvre. Kína merev, feudális társadalma képtelen volt fejlődni. A modern természettudományt és technikát a XIX. század végén csaknem teljes egészében nyugatról importálták. 

Tizes számrendszer
Egy több mint háromezer évvel ezelőtti könyvben (Pu ci) a tudósok 13-féle számjelet találtak: 1–10, 100, 1000 és 10000. A legnagyobb szám 30000 volt. A könyvben találtak még egyéb matematikai fogalmakat is, mint például páros és páratlan szám, többszörös fogalma. Akkoriban a kínaiak már a jelölt tízes számrendszert használtak. Efféle számolás a matemetika történetében egy nagy felfedezés, hiszen bármekkora számot tudtak érthetően jelölni. Máig mind a beszédben, mind az írásban is tükröződik ez. (pl: 一百二十七 – egy százas két tízes hét) Ha összehasonlítjuk más népek számrendszerével, jól látható az előny. Rómaiaknál csak 7 betű volt, így a nagy számokat nem tudták jelölni. A majáknál huszas, a babilóniaknál pedig hatvanas számrendszerrel számoltak, nehéz volt a számolás. 
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Számlálópálca és számlálótábla

Az legősibb számolóeszköz volt az un. ,,szuancsou’’ vagyis számlálópálcika, amit már kr. e. VII. században is használtak, a számlálótábla elterjedésig ez volt a legmegbizhatóbb eszköz. A pálcikák hasonló hosszúságúak (13–14 cm) és nagyságúak (d=2–3mm), általában bambusznádból készültek, de vannak fa, csont, fém anyagú pálcák is. Kb. 270 darabot tartottak egy kis zacskóban, amelyet az emberek a derekukon hordozták, így bármikor és bárhol tudták használni. Számlálópálcákkal számjegyenként rakták ki a számot, és minden helyiértéknél felváltva van a kétféle jelölés (vízszintesen vagy függőlegesen helyezik a pálcákat), hogy ne legyen félreérthető. 
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 (olvasás: jobbról balra)
Mivel a kereskedelem fejlődésével a számoláskor a pálcikák rakosgatása sok időt vett igénybe, ennek meggyorsításának céljából kifejlesztették a számlálótáblát. Általános használata azonban csak a XIV. századra tehető. Az első írásbeli feljegyzés az abakusszal való számolás II. századi Xu Yue nevű embertől számazott. A téglalap alakú fakerettel körülvett szerkezetben egy-egy rögzített tengelyen helyezkednek el a golyók. A közepén egy vízszintes rúd két részre választja a táblát. A fölső részben 2 golyó található, 1 ötöt jelent. Az alsó részben 5 van és 1 golyó egyet jelent. Azért van szükség 7 golyóra, mert akkor a tömeg mértékegységét tizenhatos számrendszerben számolták. (1 jin=16 liang) Ezzel való számolást zhuszuannak nevezik. Az évek során az emberek a számolás szabályát egy kis versikébe foglalták. Műveletek elvégzését, hasonlóan ahhoz, amikor mi négyzethálós papíron összeadunk, kivonunk, szorzunk. 
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A Tíz klasszikus  

Szuanjin Shishunak (Tíz Klasszikusnak) nevezett munkát a Tang-dinasztia (618-907) alatt az állami hivatalnokok vizsgaanyagául használták. Ez az akkor már rögzített tartalmú mű azonban sokkal régebben keletkezett ismeretek gyűjteménye. A "Tíz Klasszikus" áttekintése képet ad a régi Kína matematikájáról. 656-ban a császár egy matematikai osztályt indított a legmagasabb fokú oktatási intézményben (国子监), ahol 30 tanuló járhatott. Megbizta Li Chunfengt, hogy álllítson össze tankönyvet számukra. Így született a Tíz klasszikus. (周髀算经, 九章算术, 孙子算经, 五曹算经, 夏侯阳算经, 张丘建算经, 海岛算经, 五经算术, 缀术, 缉古算经) Mivel ez a hivatalnokok vizsgatankönyve, ezért a gyakorlatban használható feladatokat eljárásokat tanítja.
Kr. e. I. században jelent meg (mások szerint kr. e. XI. sz.?) a legrégebbi kínai matematika tartalmú emlék a Számítási könyv a napóráról (周髀算经). Tartalmazza az első kínai csillagászati megfigyeléseket és számításokat. Két jelentős eredményt értek el: kiszámították a Nap–Föld távolságot és leírták Pitagorasz-tételt. 
A kilenc fejezet a matematikáról (九章算术) című könyv több generációnak a terméke, a végleges váltazat kr. e. I. században készült el, de később több matematikus is fűzött hozzá magyarázatokat. Összesen 246 feladatot (mind szöveges feladat, kérdések+válaszok) és azoknak a megoldási eljárást tartalmazza, bizonyítások nincsenek. A feladatok végén szereplő indoklások gyakran hivatkoznak közismert vagy nyilvánvaló szabályokra, eljárásokra. Ez a mű sok tekintetben párhuzamba állítható Eukleidész Elemekjével, de persze számos eltérés is kimutatható közöttük. A mű korábbi fejleményeket foglal össze, és ezáltal széles körű ismeretanyagot tesz hozzáférhetővé az olvasó számára és hosszú időre alapul szolgáltak a további matematikai kutatásoknak. A Kilenc fejezet a praktikus matematikai igényeknek inkább megfelelő algebrai formát követi. Geometria főként azzal a céllal jelenik meg, hogy mintegy „gyakorlóterepül” szolgáljon algebrai átalakítások és problémakezelések számára. 
Az első fejezet, a Mező mérése egyenesekkel határolt síkidomok és körrészek területszámítására ad feladatokat. Terület mértékegységnek használja a 15 és 16 bu (lépés) oldalhosszúságú téglalap területét. A π értékét 3-nak veszi. A számításokhoz tízes számrendszert használ. E fejezetben találjuk a közönséges törtekkel való műveleti szabályokat is. (A törtek osztásánál előbb közös nevezőre hoz.) A második fejezet címe: A gabona különböző fajtái közötti viszony. Tartalma: adóbehajtás, űrmértékkel való mérés, hármasszabály, arányos osztás, ármeghatározások. A harmadik fejezet: a Fokozat szerinti osztás, feladatokat hoz az arányos osztásra, a számok reciprokainak arányában való osztásra, összetett hármasszabályra. A negyedik fejezet megfordítja az elsőben tárgyalt területszámítási feladatokat. Téglalap területéből és egyik oldalából számítandó a másik oldal, a kör területéből a sugár. A négyzet- és köbgyökvonásnak számolótáblákra vonatkozó eljárási szabályait ismerteti. Az ötödik fejezet címe: A munka értékelése. Mint a címből várható: földmunkákkal, építési munkálatokkal kapcsolatos számítási feladatokat tartalmaz. A hatodik fejezet, az Arányos osztás a harmadikhoz képest újdonságként tárgyal a számtani sorozat összegére vonatkozó feladatokat is. A Felesleg-hiány című hetedik fejezet lineáris egyenlet, illetve egyenletrendszer megoldását kívánó feladatokat tartalmaz. Megoldásuk a Magyarországon "regula falsi" néven ismert találgatással történik. A nyolcadik fejezetben, ahol többismeretlenes lineáris egyenletrendszerekkel találkozhatunk, a megoldási mód meglepő, mert lényegében a fang-cseng-szabály az együtthatók determinánsa segítségével határozza meg a gyököket. Európában csak a XVII. században, Leibniz-nél találhatunk ehhez az eljáráshoz hasonlót. A mátrixszámításnál szükség volt a negatív számokra is. Ez a könyv ismerteti összeadásuknak és kivonásuknak cseng-fu (plusz- mínusz) törvényét. Mint ahogy a számolótáblán a negatív számoknak más színű számolópálcikák feleltek meg, úgy írásban is a negatív számokat a pozitív számokétól elütő színű hieroglifával jelölték. A kilencedik fejezet a közvetlenül nem mérhető távolságok kiszámításával foglalkozik. Pitagorasz-tétel, hasonlóság, másodfokú egyenlet megoldási utasítása a matematikai segédeszközök. 
Kr. u. III. és IV. században tevékenykedtek az első kínai matematikusok, akik bizonyításokat is végeztek. Közöttük Zhao Shuang (aki értelmezte a fent említett Csou Pi Szuan Csingt és magyarázatokkal látott el) és Liu Hui munkája kiemelkedő. 

Liu Hui 250 körül született, az egyik legnagyobb kínai matematikus volt. Ő látta el jegyzetekkel A kilenc fejezet a matematikáról című könyvet és dolgozta át, majd egy tizedik részt (海岛算经) is csatolt hozzá. Először a világon ő vezette be a tizedestörtet az osztásoknál és ezekkel fejezte ki az irracionális számokat. A lineáris egyenlet, illetve egyenletrendszer megoldását tovább fejlesztette. A legnagyobb eredmény a π érték meghatározásában érte el. Számolásának tudományos módszerének a körvágási módszert javasolta. Ez abból indult ki, hogy a körbe rajzolható sokszögnek kerülete megközelítette a kör kerületét. Ezzel a módszerrel Liu Hui a π értekét negyedik tizedes jegyig kiszámolta 192 oldalú szabályos sokszög beírásával. A Hai-Tao Szuanjin (A tengeri sziget) a tizedik fejezet a fent említett könyvnek, amelyben 9 mérési feladatot foglal magába. A fejezet neve az első feladatról kapta, melyben a sziget magasságát és távolságát kérdezték.
Az V. századi Kína nem volt egységes, kisebb nagyobb államok állandóan háborúztak, de a matematika mégis fejlődött. Sunci Szuanjing, (孙子算经) Xiahouyang Szuanjing, (夏侯阳算经) és Zhangqiujian Szuanjing (张丘建算经) e időszakának az alkotása. Sunci Szuanjing egy ismeretlen számú tárgy nevű példát (物不知数) tartalmaz, melyből később kialakult a kínai maradék tétel. A Zhangqiujian Szuanjing „száz tyúk” kérdése pedig felvette a három ismeretlent tartalmazó egyenlet megoldásának problémáját.

Sunci Szuanjing egyik legismertebb feladata a „tyúk-nyúl egy ketrecben” , mely úgy szól: egy ketrecben tyúkok és nyulak vannak, összesen 35 fej, 94 láb található és kérdezik a tyúkok, illetve a nyulak számát. Mai szemmel ez a példa nem jelent semmi gondot, felírjuk rá az egyenletet és megoldjuk. De nézzük, hogyan oldotta meg 1600 évvel ezelőtt Sunci. Azt mondta, ha elvágunk minden tyúk és nyúl lábai felét, akkor a lábak száma 47-re csökkent, így minden tyúkfej és láb aránya 1:1, minden nyúlé 1:2. Ebből az következik, hogy a nyúlláb eggyel több mint a nyúlfej, vagyis az összes láb felének és az összes fej felének a különbsége adja a nyulak számát, (47–35=12) ebből a tyúkok számát. (35–12=23) 
A 26. példából ered a kínai maradék tétel: Ha az m1, m2, ..., mn számok páronként relatív prímek és a1, a2, ..., an tetszőleges egészek, akkor az 

x≡a1 
(mod  m1)

x≡a2   
(mod  m2)

:

x≡an   
(mod  mn)
Egy ismeretlen szám, ami x≡2 (mod 3), x≡3 (mod 5), x≡2 (mod 7). Ezt a faladatot Qin Jiushao XII. sz-i matematikus oldotta meg és általánosította, melyből ezt a tételt kapta. Qin Jiushao megoldása: 

1. [5;7]=35, 35 többszörösei közül a legkisebb, ami hárommal osztva egyet ad maradékul: 70

2. [3;7]=21, 21 többszörösei közül a legkisebb, ami öttel osztva egyet ad maradékul: 21

3. [3;5]=15, 15 többszörösei közül a legkisebb, ami héttel osztva egyet ad maradékul: 15

4. 70*2+21*3+15*2=233

[3;5;7]=105
5. 233/105, maradéka 23=x
A német matematikus C. F. Gauss az 1801-ben kiadott Számelméleti vizsgálódásokban írta le a tételt. 1852-ben az angol hittérítő Alexander Wylie közvetítésével ismerhette meg Európa a kínai megoldást. 1874-ben L.Mathiessen kijelentette, hogy a Sunci-féle megoldás megfelel Gauss állításainak. 
A Wang Xiaotong által írt Jigu Szuanjin (缉古算经) az építészetben használatos számításokat tartalmazza. Nála jelent meg a számtani sorozat összegképlete az arányosság helyett. A VII. században Wang harmadfokú egyenletekre vezető feladatokat szerkesztett. Az egyenletek megoldására a ma Horner-módszernek nevezett eljárást alkalmazta. E módszer magyarázatára csak a XIII. században vállalkozott Qin Jiushao. Ügyes számolási készségére jellemző az a feladat is, amelyen az "égi elem" módszerét kifejtette. A -x4+763200x2-4064256000=0 egyenlet megoldását mutatta be. Az égi elem különben az ismeretlent jelentette. 

A π értekének számítása

A π értekének kiszámítása a matematikában nagyon fontos és nagyon nehéz kutatási téma. Sok régi kínai matematikus tett erőfeszítéseket a π kiszámítására, és az időszámítás szerinti V. században élt Zu Chongzhi által elért eredménye a π kiszámítására tett erőfeszítések egyik mérföldkövének számít. De nézzük, mi mindent értek el Zu előtt.

Az ókori kínai matematikusok a π-t 3-mal számolták kr. e. 200-100 körül, ami nem annyira a pontosságra törekvő, hanem inkább a kényelmességről árulkodik, holott pontosabb közelítés is rendelkezésükre állt. 

Forgalomban volt még több π érték. Liu Ci (i. e.50 – i. sz. 23) csillagász 3,15-del számolt. Zhang Heng (76-139) csillagász 92/29≈3,1724-et használt. Wang Fan a π-t 142/45≈3,1556-nek számította. A Han-dinasztia nevezetes reformátor politikusa, Wang Mang elrendelte, hogy a mértékegységeket egységesíteni kell az egész birodalomban. Az egységesítést Liu Ci hajtotta végre. Elkészítette a mértékegységek rézetalonját, és definíciójukat törvénybe iktatták. Ekkor a π értékét is "rendeletileg" 3,1546645≈3,1547-nek állapították meg. Ez a szám úgy jött ki, hogy a régi mérőedények vizsgálata alapján meghatároztak egy 1,62 területegység (csi2) területű kört. Ebbe rajzolták az első ábrán látható módon az egységnyi területű négyzetet. A kör átmérője és a négyzet átlója közti különbség fele, amit "résnek" neveztek, 0,0095 csinek mutatkozott. 
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Ezekből az adatokból a kör átmérője [image: image120.png]d =+[2+2.0,0095%1,4332




Mivel a kör területének a mérőszáma 1,62, ezért a [image: image121.png]
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egyenletből π≈3,1547.
Törvény ide, törvény oda, azért akadtak Kínában is matematikusok, akik más, pontosabb π közelítéseket kerestek. Ezek közé tartozott Liu Hui is. Ez a III. századi matematikus egy 10 egységnyi sugarú körbe szabályos 192 oldalú sokszöget rajzolt. Így a kör területének alsó közelítő értékét 313 584/625-nek találta. Felső közelítésnek azt a területet vette, amelyet úgy nyert, hogy a beírt sokszög területéhez hozzáadta a kimaradt körszeletek köré írt téglalapok területösszegét (2. ábra). Ekkor 314 64/625-öt kapott. E két érték számtani közepe pedig közelítőleg 314,0184. Ezen eredmény alapján π-t 3,14-nak vette. 
A legpontosabb számítást Zu Chongzhi (429?-500) hajtotta végre. Zu Chongzhi régi nagy kínai matematikus és csillagász volt. Ősei mind a csillagászat és a naptár területén végeztek kutatásokat. Zu Chongzhi gyermekkorától kezdve érdeklődött a matematika és a csillagászat iránt, és 464-ben, 35 éves korában kezdte kiszámítani a π értekét.

Zu Chongzhi a korábbi eredményeket is felhasználva sokszori számítások után a π értekét 7 tizedes jegyig kiszámolta. Ő a Lui Hui módszerét a körbe írt 12288 és 24576 oldalú szabályos sokszögekre alkalmazta. Ilyen módon azt kapta, hogy 3,1415926<π<3,1415927. 
Zu eredményét a külföldi matematikusok csak több mint ezer évvel később érték el. Egyes külföldi matematikus azt javasolták, hogy a π-t „Zu arány”-nak nevezzék, hogy megemlékezzenek Zu Chongzhi kiváló teljesítményére. A π értekén kívül Zu fiával ügyes módszerrel megoldotta a gömb térfogatának kiszámítását. Az ő elméletük megegyezik a nyugati világban ismert Cavalieri-elmélettel, de amelyet csak Zu Chongzhi koránál több mint 1000 évvel később talált ki Cavalieri olasz matematikus. 
Érdekes, hogy a már említett Zhang Qiujian egy ízben ugyanannál a feladatnál kétféle utasítást adott. Először számolt a π=27/28=3,37 értékkel, aztán a jóval pontosabb π=22/7=3,1428 közelítéssel. Erre a feladatra hivatkozva a VII. századi Li Csunfeng a pontosabb 22/7 értéket használta A kilenc fejezet a matematikáról című könyvben az átdolgozásánál. 

A π sokféle közelítő értékének egy időben való előfordulása megerősíti azt a feltevést, hogy az ókori és középkori Kína matematikusai egymástól elszigetelten, egymás eredményeiről nem vagy csak nagyon későn értesülve dolgoztak. 
Egyéb eredmények és érdességek
· Az I csing (A változások könyve) című jóskönyvben található az irodalom első bűvös négyzete az, amelyet az ábra mutat. Benne a sorok, az oszlopok, valamint az átlós számok összege 15.
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· A negatív számokat a Kilenc fejezetben vezették be, mivel az egyenlet megoldásnál, illetve az adósság számolásnál gyakran előkerül a 0-nál kisebb számok. A számlálópálcikáknál is tettek különbséget, a piros jelenti a pozitív, a fekete pedig a negatív számot.
· A tört és a tizedestört első írásbeli feljegyzése szintén a Kilenc fejezetből való. Benne részletesen le van írva a számolás menete. Ezen kívül szól arról, miként állapították meg a törtek nagyságát, törtek átlagának számítását. Ezek azt segítik, hogy az egészeknél bevált algoritmusokat használva kellő pontosság elérhető legyen. Európába is innen került át szamarkandi közvetítéssel
· Qin Jiushao (1247) általános megoldást ír le a kongruenciás egyenletekre, még arra az esetre is, amikor nem relatív prímek.

· Magasabb fokú egyenletek megoldási algoritmusa, amely megegyezik az 1819-es Horner formulával. Az előbb említett Qin Jiushao például tizedfokú polinom gyökét állítja elő. Többismeretlenes egyenleteket is magasabb fokú polinomra alakítottak át.

· Wang Xiaodong már a VII. században harmad- és negyedfokú egyenleteket old meg. Nála jelent meg a számtani sorozat összegképlete az arányosság helyett.

· Jia Xian (XI. sz.) Pascal háromszög.

· Yang Hui (XIII. sz.) binomiális együttható. Másodfokú egyenletek elméletét fejti ki. Magyarázatokat hiányolja a régi kínai matematikusoknál. Páratlan számok összegképletét megadja, négyzetszámok, háromszögszámok összegképletét nála is megtaláljuk.
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