Valószínűségszámítási érdekességek
Bevezető
Ennek a cikknek három célja van. 
Egyrészt szeretnénk a későbbiekben felsorolt témakörökben egy önállóan feldolgozható és egységes anyagot nyújtani diákjaink számára; másrészt célunk az is, hogy kissé felfrissítsük és színesítsük az érdeklődő matematikatanárok valószínűségszámítási repertoárját.

A hagyományos középiskolai tananyagon kissé túlmutató feladatokat tárgyalunk. Elsősorban olyan érdekesnek talált problémákat válogattunk össze, amelyek alkalmasak arra, hogy felkeltsék és fenntartsák diákjaink érdeklődését.

Miért érdekesek ezek a feladatok?

Lehetséges, hogy az alkalmazott megoldási módszer miatt (pl. a geometriai valószínűség témaköre); lehetséges, hogy a feladatok eredménye lesz meglepő; lehet, hogy a gyakorlati alkalmazás vagy a matematikatörténeti érdekesség ragadja meg a diák képzeletét; de az is elképzelhető, hogy a feladat kemény kihívást jelent, s az Olvasó ennek a kihívásnak szeretne megfelelni.
Játszani mindenki szeret (amíg nem tesszük kötelezővé …). A legtöbb feladat felvetése, ill. tárgyalása nem más, mint egy-egy játék vagy rejtvény, s ennek megfejtése a legjobb motivációs tényező lehet. A statisztika témakör a jelenlegi oktatásban stratégiai anyagrész, s ezért ebben a cikkben is érintjük; a „száraznak” tartott témát persze felvidítjuk kissé a paradoxonok vizsgálatával.
Kissé újszerű a feladatok tárgyalásmódja. A kombinatorika és a valószínűségszámítás tanítási gyakorlata alapján rendkívül fontosnak tartjuk, hogy a diákok ne csak megoldani tudják az egyes problémákat, hanem a társuk által adott megoldást is megértsék, az idegen gondolatmenetet is követni tudják. A feladatok egy részére több megoldást adunk, alkalmanként hibásakat is, s ekkor a hibakeresés a feladat. Az egyes megoldások ütköztetésével tehát a gondolkodási rugalmasságot szeretnénk növelni.

Egy szellemes megjegyzés szerint a valószínűségszámítás története „tévedések vígjátéka”. Ne becsüljük le elődeink ezirányú próbálkozásait: a hibás megoldások javításában manapság is rendkívüli lendítőerő rejlik, s ebből az ügyes tanár hasznot tud húzni.
Fontos megjegyezni végezetül, hogy bár a tárgyalt témák önmagukban egységesek, csak egyfajta szemezgetésnek minősülnek. Javasoljuk minden kedves Olvasónknak, hogy ha a feladatok megoldása után kedvet kap az egyéni munkára, akkor bizony ne habozzon, munkára fel! Ugyanis ez lenne cikkünk harmadik célja: egy kis kóstoló, egy kis kedvcsináló után reméljük, hogy minél többen önállóan is foglalkozni fognak ezekkel a szép témákkal.
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Felhasznált és javasolt irodalom:

[1] Bognárné - Nemetz - Tusnády: Ismerkedés a véletlennel (Tankönyvkiadó, 1980)

[2] Kemeny - Snell - Thompson: A modern matematika alapjai (Műszaki, 1971)

[3] Orosz Gyula: Számítógépes valószínűségi játékok tárgyalása a Markov-láncok segítségével (Módszertani Lapok - Matematika 1994. 1.)

[4] Orosz Gyula: Érmedobálások (Módszertani Lapok - Matematika 1994. 4.)

[5] Martin Gardner: A valószínűségelmélet paradoxonai (Természet Világa 1992)
[6] Martin Gardner: Valószínűség és bizonytalanság (Természet Világa 1995)

[7] Baillif: Logikai sziporkák (Gondolat, 1989)
[8] Northrop: Rejtélyek a matematikában (Gondolat, 1960)

[9] Székely J. Gábor: Paradoxonok a véletlen matematikájában (Műszaki, 1982)
[10] Nemetz Tibor: Valószínűségszámítás (Tankönyvkiadó, 1986)

1. Geometriai feladatok
Ebbe a fejezetbe a geometria területéről válogattunk feladatokat. 

Diákjaink számára a különböző tárgykörök, pl. a geometria és a kombinatorika (vagy valószínűségszámítás) összekapcsolása már önmagában is érdekes. Az alábbi területekről mutatunk példákat:

- klasszikus valószínűség geometriai objektumok körében;

- klasszikus valószínűség meghatározása geometriai leírás segítségével;

- megoldás valamilyen geometriai megfeleltetés segítségével (geometriai valószínűségi mező);

- geometriai paradoxonok (5. fejezet) (link).

A geometriai valószínűségi mezőben az egyes események valószínűsége a hozzájuk rendelt geometriai mértékkel arányos. Tehát a klasszikus valószínűség véges sok, egyformán valószínű alapesetre felírható (kedvező esetek száma)/(összes eset száma) meghatározási formuláját több szempontból is módosíthatjuk:

- végtelen sok eseményt is lekezelhetünk;

- az alapesetek nem szükségképpen egyformán valószínűek;

- a formula (megfelelő alakzat mértéke)/(teljes alakzat mértéke) alakra változik.

A geometriai valószínűséggel megmutatható, hogy van olyan 0 valószínűségű esemény, ami bekövetkezhet. Ez a diákok fantáziáját már önmagában is izgatja; motiváltságukat tovább növelhetjük, ha a geometriai valószínűség segítségével eljutunk pl. a feltételes valószínűség fogalmához. (A kombinatorika összeadási és szorzási szabályát átvihetjük a valószínűségekre is.) 

A cikk későbbi fejezeteiben is találkozunk geometriai módszerek alkalmazásával.

Klasszikus valószínűség geometriai objektumok körében
1.1. feladat: Az I., ill. II. pörgettyű körcikkeit kifestettük a piros, sárga, kék, zöld színekkel (ábra). Ebben a játékban akkor nyerünk, ha előbb az I., majd a II. korongot megpörgetve lila színt kapunk (kék + piros). Mennyi az esélyünk a nyerésre? (A félkörnél kisebb körcikkek mindkét pörgettyűn egybevágók egymással.)
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Első megoldás: A kombinatorika összeadási és szorzási szabályát alkalmazzuk.

Az első esetben I = piros és II = kék színek valószínűsége 
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, a második esetben I = kék és II = piros, ennek valószínűsége 
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. Mivel vagy az első, vagy a második eset következik be, a lila szín előállásának valószínűsége
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Második megoldás: A pörgetések lehetséges kimeneteleinek egy 4x6-os táblázat mezőit feleltethetjük meg.
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Látható, hogy a 24 egység területű táblázatból 6 egységnyi terület a megfelelő.

1.2. feladat (KöMaL F995.): Mekkora annak a valószínűsége, hogy az 1, 2, ..., 179 fokos szögekből tetszés szerint választott 3 szög egy különböző oldalú háromszög három szöge?

Megoldás: A szögeket jelöljük x < y < z-vel, s végezzük el a következő becslést: x + y = 180° – z, ezért x + y < 180° – y, s innen 
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. Ezután határozzuk meg az egyes x értékekhez tartozó lehetséges y értékeket:

ha x = 1°, y ( {2°, 3°, … , 89°}, 88 lehetőség;

ha x = 2°, y ( {3°, 4°, … , 88°}, 86 lehetőség;

ha x = 3°, y ( {4°, 3°, … , 88°}, 85 lehetőség;

ha x = 4°, y ( {5°, 4°, … , 87°}, 83 lehetőség;

…

ha x = 57°, y ( {58°, 59°, 60°, 61°}, 4 lehetőség;

ha x = 58°, y ( {59°, 60°}, 2 lehetőség;

ha x = 59°, y ( {60°}, 1 lehetőség.

Könnyen bizonyítható a szabályosság: ha x a páratlan (vagy páros) számokon fut, a lehetőségek száma hármasával csökken. A lehetőségek számai között a 3-mal oszthatóak fognak hiányozni, a kedvező lehetőségek száma tehát (1 + 4 + 7 + … + 88) + (2 + 5 + 8 + … + 86) = 2611. Az összes lehetőség 
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, a keresett valószínűség 
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További feladatok:

1.3. feladat: Mekkora annak a valószínűsége, hogy az 1, 2, ..., 179 fokos szögekből tetszés szerint választott három szög egy háromszög három szöge?

1.4. feladat: Tetszőlegesen kiválasztunk az [n + 1, 2n] zárt intervallumból három számot. Mi annak a valószínűsége, hogy a három szám egy egyenlő szárú háromszög három oldalának mérőszáma?

Geometriai támogatás

1.5. feladat: Egy egér az A jelű pontból elindul az ábrán jelölt járatokon lefelé, mert sajtszagot érez. A sajtszag egyformán érezhető mindegyik csatornában, így az egér az elágazásokban egyforma valószínűséggel választ az egyes járatok között (visszafelé nem fordul). Sajt csak bizonyos járatok végén található az ábra szerint (S).


[image: image8.emf] 

S  

S  

S  

A  


Mekkora annak a valószínűsége, hogy az egér megtalálja a sajtot?

Megoldás: Az összeadási és szorzási szabályt alkalmazhatjuk. Így a három esetben rendre 
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 valószínűségeket kapunk, a sajt megtalálásának valószínűsége ezek összege, 
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1.6. feladat: Egy 4x4-es négyzetrács alakú labirintus két átellenes csúcsában - a kijáratoknál - egy egér és egy macska van. Mindketten adott jelre, ugyanakkora sebességgel elindulnak a szemköztes kijárat felé úgy, hogy minden lépésben közelednek céljukhoz (ábra). Egymást nem látják, útválasztásuk az elágazásokban véletlenszerű. (Ez azt jelenti, hogy amikor elágazáshoz érnek, a lehetséges két irány közül egyforma valószínűséggel választanak.)
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Mekkora annak a valószínűsége, hogy találkoznak?

Megoldás: A találkozás a négyzet átlója mentén történhet. Fentről lefelé haladva rendre 1, 4, 6, 4, 1 út vezet mindkét oldalról a találkozási pontokba, így a kedvező esetek száma 12 + 42 + 62 + 42 + 12 = 70. Mivel az első négy lépést a macska is és az egér is tetszőlegesen választhatja ki két irány közül, mindketten 24-féle utat tehetnek meg. Az összes eset száma tehát 24(24 = 28, a keresett valószínűség 
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Megjegyzés: Könnyű nxn-es táblázatra általánosítani, a formula 
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Sőt, az egér és a macska útját együtt felfoghatjuk egy olyan (egyetlen) útnak, amely az egér és a macska kezdeti helyét köti össze, ezért a kapott formula egyenlő 
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További feladatok:

1.7. feladat: Az ábra szerinti labirintusban a B bejáratból indulunk, fentről lefelé haladunk a járatokban. Az elágazásokban az egyes járatok közül a rájuk írt valószínűségekkel választunk (nem jelöltük a 0,5 valószínűségeket). Mekkora annak a valószínűsége, hogy kijutunk valamelyik K kijáraton?
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1.8. feladat: Egy Bolyongó Béka kezdetben a számegyenes 0 pontjában áll. A Béka minden lépésben véletlenszerűen lép jobbra vagy balra egy egységnyit. Mekkora annak a valószínűsége, hogy 10 lépés után 

a) az 5 pontban lesz;

b) a 6 pontban lesz?

c) Melyik pontban lesz legnagyobb valószínűséggel 10 lépés múlva?

1.9. feladat: A Bolyongó Béka most a számegyenes [– 5, 7] zárt intervallumán bolyong. (Ha a Béka az intervallum valamelyik végpontján túlra ugrik, akkor véglegesen eltűnik a szemünk elől.)

a) Mekkora most annak a valószínűsége, hogy 10 lépés után a 6 pontban lesz?

b) Mekkora annak a valószínűsége, hogy elég sok lépés után jobbról hagyja el az intervallumot?

c) Átlagosan hány lépésben hagyja el az intervallumot?

Megjegyzés: A b) és c) feladatok megoldásai legegyszerűbben a Markov-láncok segítségével végezhetők el. A javasolt szakirodalmon kívül ebből a témából érdekes példák találhatók a következő címen: (link).

Geometriai megfeleltetés (geometriai valószínűségi mező)

1.10. feladat: 4 mm-es átmérőjű drótból készített kerítésen a szomszédos vízszintes és függőleges merevítő drótok tengelyeinek távolsága 10 cm. (Ez egy nagyon ritka kerítés.) Mekkora valószínűséggel ütközik valamelyik drótdarabnak egy véletlenszerűen kilőtt 4 mm-es sörétszem? (Feltehetjük, hogy a kerítés szabályos négyzetrács, és a sörét a kerítés bármely pontjára ugyanakkora valószínűséggel érkezik.)

Megoldás: Egybevágó négyzetekkel fedhetjük le a rácsot, a négyzetek oldala a szomszédos drótok tengelyeire esik (ábra).
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A négyzet oldala 10 cm, ezeken belülre nyúlik a kerítés drótjából 2 mm. Akkor nem fog a kerítésnek ütközni a sörét, ha középpontja ettől a benyúlástól még legalább 2 mm-rel beljebb esik. Tehát az esemény szempontjából a teljes alakzat 10 cm oldalú négyzet, a komplementer esemény „kedvező” alakzata pedig egy 9,2 cm oldalú négyzet. Az áthaladási valószínűség 
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 ( 0,8464, az ütközési valószínűség tehát ( 0,15.

1.11. feladat: a) Egy sörétes patron 10 darabot tartalmaz a 4 mm-es átmérőjű sörétszemekből. Mekkora valószínűséggel halad át mind a 10 sörétszem a kerítésen?

b) És ha a patron 20 szemet tartalmaz?

Megoldás: a) 0,846410 ( 0,1887, vagyis az ütközésmentes áthaladásra még 20% esély sincs.

b) 0,846420 ( 0,0356 a valószínűség, tehát rendkívül kicsi.

Megjegyzés: Kicsit megvizsgálva 0,8464 hatványait, meglepő eredményekre jutunk. 0,84644 ( 0,5132, tehát már 4 sörét esetén is kb. ugyanakkora valószínűséggel történik a sima áthaladás, mint az ütközés; nagyobb sörétszemekre pedig az érték rohamosan csökken. A jelenség neve a „kis valószínűségek paradoxona”, erről valamivel részletesebben a 3.7. feladatban olvashatunk.

1.12. feladat: Egy pálcát véletlenszerűen kettétörünk. Jelöljük a pálca végpontjait A-val és B-vel,  a töréspontot Q-val.

a) Mekkora a valószínűsége annak, hogy a Q pont közelebb lesz A-hoz, mint B-hez?

b) Mekkora a valószínűsége annak, hogy a törés után az egyik szakasz legalább kétszer akkora lesz, mint a másik?

Megoldás: a) Az eredmény nyilván 
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b) A három egyenlő részre osztott pálca középső harmadába nem eshet a töréspont. A keresett valószínűség 
[image: image21.wmf]3
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1.13. feladat: Egy pálcát véletlenszerűen három részre törünk. Jelöljük a pálca végpontjait A-val és B-vel, a töréspontokat Q-val és R-rel. Mekkora a valószínűsége annak, hogy a törés után a három szakaszból háromszög szerkeszthető?

Megoldás: Tekintsük egységnyinek a pálca hosszát, s legyen AQ = x, AR = y. Feleltessük meg a két töréspontot a sík egységnégyzete (x, y) pontjának; az (x, y) pont véletlenszerű kiválasztása ekvivalens a két töréspont megjelölésével. Két esetet különböztetünk meg:

I. eset: Ha x < y, akkor a három szakasz hossza x, y – x, 1 – y. Ezekre kell a háromszög-egyenlőtlenségnek teljesülnie, a kapott feltételek: x < 
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A ponthalmazoknak megfelelő tartományt az ábrán I-gyel jelöltük.

II. eset: Ha y < x, akkor szerepcserével y < 
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Az egyenlőtlenség-rendszernek eleget tevő pontok halmaza az I. és II. tartomány, a keresett valószínűség 
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Megjegyzés: A kimaradt x = y eset annak felel meg, ha a Q és R töréspont egybeesik. Ennek az eseménynek 0 a valószínűsége (bár nem lehetetlen esemény).

1.14. feladat: Két személy megbeszéli, hogy de. 10 és 11 óra között találkoznak. Érkezésük ezen időszak közben véletlenszerű. Mi annak a valószínűsége, hogy az előbb jövőnek nem kell negyed óránál többet várnia?

Útmutatás: Az előző megoldás gondolatmenetét alkalmazhatjuk. Érkezzék az egyik személy x, a másik y órával 10 óra után (x, y ( 1), s az érkezésüket feleltessük meg ismét az egységnégyzet (x, y) koordinátájú pontjának. Ekkor az 
[image: image30.wmf]4

1

y

x

£

-

 ponthalmaz területét kell meghatároznunk. 
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Eredmény: a keresett valószínűség 
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2. Van hiba az alábbi okoskodásokban?

A tanár szemszögéből nézve a tanítás folyamatában érdekes témakör a kombinatorika. Eszközigénytelen, a témával foglalkozó diáknak viszonylag kevés képletet kell ismernie. Ugyanakkor a matematika semmilyen más területén nem olyan könnyű hibázni, mint itt: a legegyszerűbb, ártatlan elemi feladat megoldása is meglepetést okozhat.

A kombinatorikában a hibás feladatmegoldások módszertani szerepe igen nagy. Soha ne engedjük, hogy a diákok megelégedjenek saját (szép) megoldásukkal; legalább ugyanolyan fontos, hogy társaik esetleges hibás gondolatmenetét átlássák, megértsék, és megtalálják benne a hibát.

Érdemes felhívni diákjaink figyelmét arra, hogy a megismerési folyamat minden tudományágban a feltevések folyamatos módosításán és a tévedések állandó javítgatásán, csiszolgatásán alapul. Az elmúlt korok szellemi nagyjai számtalan tévút és zsákutca után érték el eredményeiket, amiket most mi néhány letisztult tétel vagy alkalmazható elv alakjában készen kapunk.

A megismerési folyamathoz hasonlíthatjuk kicsiben a feladatmegoldás folyamatát is. Itt is szükség van alkalmanként több nekifutásra, előfordulhatnak zsákutcák stb. 

A valószínűségszámítás ma már lényegesen túlnyúlt a kombinatorikán. Elmélete absztraktabb lett, a diákok feladatmegoldásai között elég szép számmal találunk hibásakat, s a tanítás folyamatában ezek részletes megvizsgálása rendkívül fontos. Hasonló cipőben jártak őseink is. Nem is hinnénk, hogy a matematika történetével foglalkozó kutatók a korábbi századok matematikusainak munkáiban hány olyan gondolatra bukkannak, amely ma már egy pillanatra sem tudja lekötni a művelt középiskolás diák figyelmét. Bár ebben a fejezetben lesz történeti érdekességekről szó, csak egy példa: Jean le Rond d’Alembert XVIII. századi nagy francia matematikus nem látta, hogy az eredmény ugyanaz, ha egy érmét dobunk fel háromszor, vagy ha három érmét egyszerre.

A fenti módszertani indokok után lássuk a feladatokat! A cikk többi részétől eltérően itt rögtön megadunk egy megoldási gondolatmenetet (alkalmanként többet is), s a feladat egyrészt annak eldöntése, hogy jó-e az okoskodás (ill. hogy melyik a jó), másrészt maga a hiba feltárása. (Tehát nem elég egy másik, jó megoldást adni!)

Módszertani megfontolásokból, galád módon, nem minden probléma esetén oldjuk fel az ellentmondásokat; reméljük, hogy a kedves Olvasónak is kellemes fejtörést okozunk.

Természetesen nagyon egyszerű feladatokkal kezdjük, ezek egy része már a legalapvetőbb általános műveltséghez tartozik.

2.1. feladat: Egy dobozban 5 egyforma golyó van, néhány piros, néhány kék. Találomra kihúzunk egy golyót. Mekkora annak a valószínűsége, hogy a kihúzott golyó piros?

Első gondolatmenet: Nem ismerjük a golyók színének eloszlását. Vagy piros, vagy kék golyót húzunk ki; a piros golyó kihúzásának valószínűsége ezek szerint 
[image: image33.wmf]2
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Második gondolatmenet: A golyók színeloszlásának ismerete nélkül csak a legvalószínűbb, tehát kb. egyenletes eloszlást tételezhetjük fel. Mivel 2,5 golyó nincs, két esetet vizsgálunk.

Ha 3 piros golyó van (ezt az esetet 
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 valószínűségűnek tekintjük), akkor piros golyót 
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 valószínűséggel húzunk; ha pedig 3 kék golyó van, akkor pirosat 
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 valószínűséggel húzunk. A két eset valamelyike 
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 valószínűséggel következik be.

Megjegyzések: 
1. Ez a feladat a puristák és a laxisták (modernisták) „küzdelmének” alapfeladata lehetne. (A puristák a valószínűségszámítás érvényességét arra próbálják meg korlátozni, amire azt kitalálták; a laxisták pedig próbálják minél több dologra kiterjeszteni, pl.: az időjárásra, Földön kívüli értelem létezésére stb.) A harc - a puristák tisztán matematikai megfontolásai ellenére - váltakozó sikerrel (alkalmanként kompromisszumokkal) folyik. Erről további gondolatok pl. a [7] szakirodalomban olvashatók.

2. Azt javasoljuk, hogy az ilyen típusú problémákat azért a puristák módszerével kezeljük; mely szerint ebben a feladatban a valószínűségszámítás módszerei egyáltalán nem alkalmazhatók.
2.2. feladat: Két dobókockával dobunk, a dobott számok összegét tekintjük. Melyik esemény valószínűbb?

A esemény: a dobott számok összege legalább 10;

B esemény: a dobott számok összege legfeljebb 4.

Gondolatmenet: Nagyobb számokat nehezebb dobni a tapasztalat alapján, a B esemény a valószínűbb.

Megjegyzések:

1. Matematikai szemléletünk a szimmetriaokok miatt nyilván az egyforma valószínűséget sugallja, s a számolás is ezt igazolja.

2. Az olyan típusú társasjátékokban, ahol előnyös nagyot dobni a kockával, gyakran érezzük úgy, hogy többször dobunk kis számot, s ritkábban nagyot. Mi lehet ennek az oka? 

A jelenség valószínűleg pszichológiai eredetű. A sikeres dobást boldogan tudomásul vesszük, a kudarcra (egy hosszú pechsorozatra) viszont sokáig emlékezünk.

3. Egyes esetekben viszont Murphy törvényének (a másik sor mindig rövidebb, a másik irányból mindig hamarabb jön a busz stb.) gyakorlati okai lehetnek, lásd pl. a 3.1. vagy 3.2. feladatokat és a hozzá fűzött megjegyzéseket.

2.3. feladat: Egy pénzdarabot feldobtunk egymás után 9-szer, mindegyik dobás eredménye írás volt. Melyik a valószínűbb esemény?

A: a 10. dobás is írás lesz;

B: a 10. dobás fej lesz.

Első gondolatmenet: Ilyen sok írás után sokkal valószínűbb egy fej dobás. (Így okoskodott pl. a bevezetőben említett XVIII. századi francia matematikus, d’Alembert is.)

Második gondolatmenet: Annak valószínűsége, hogy 10 írásból álló sorozat jön ki, 
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, rendkívül kicsi. Sokkal valószínűbb tehát egy fej dobás.

Megjegyzések: 
1. Ma már tudjuk, hogy a 10. dobás nem függ az első 9 dobástól, a fenti okoskodások hibásak.

2. A középiskolás gyerekek megmosolyogják a fenti gondolatmeneteket. Hívjuk fel a figyelmüket a bevezetőben említett gondolatokra, s kérjük meg, hogy képzeljék őseink helyébe magukat. Kérdezzük meg, hogy ha pl. most ruletteznének, s egymás után 9-szer jött már ki a piros, vajon melyik színre tennének?

2.4. feladat: Két teljesen egyforma, külsőre megkülönböztethetetlen kockát feldobunk, a dobott számok összegét tekintjük. Mekkora annak a valószínűsége, hogy a dobott számok összege 7?

Első gondolatmenet: Mivel a kockák teljesen egyformák, 11-féle lehetséges összeg van: 2, 3, ... , 12. Ebből egy eset kedvező, a keresett valószínűség 
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Második gondolatmenet (Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716) német matematikus és filozófus): Az egyes összegek többféleképpen is előállhatnak (táblázat).

	
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	
	1+1
	1+2
	1+3

2+2
	1+4

2+3
	1+5

2+4

3+3
	1+6

2+5

3+4
	2+6

3+5

4+4
	3+6

4+5


	4+6

5+5


	5+6
	6+6

	db:
	1
	1
	2
	2
	3
	3
	3
	2
	2
	1
	1


A 21 lehetséges összegből 3 állítja elő a 7-et, így a keresett valószínűség 
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Harmadik gondolatmenet: Hiába egyforma külsőre a két kocka, azért csak különböznek egymástól. Így az előző táblázat módosul:

	
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	
	1+1
	1+2

2+1
	1+3

2+2

3+1
	1+4

2+3

3+2

4+1
	1+5

2+4

3+3

4+2

5+1
	1+6

2+5

3+4

4+3

5+2

6+1
	2+6

3+5

4+4

5+3

6+2
	3+6

4+5

5+4

6+3


	4+6

5+5

6+4
	5+6

6+5
	6+6

	db:
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	5
	4
	3
	2
	1


A keresett valószínűség 
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Megjegyzések: 

1. Komoly probléma, hogy a valószínűségszámításban bizony mást jelent a különbözőség és mást a megkülönböztethetőség fogalma. Külsőleg hiába teljesen egyforma két kocka, azért különböznek egymástól (pl. befesthetők). Az első gondolatmenet nem jó.
2. Leibniz még azt hitte, hogy két kockával pontosan olyan könnyű 12-t dobni, mint 11-et. Az utolsó két oszlop mutatja tévedését.

3. Tanítás közben (kb. 7. osztály környékén) a gyakorlat alapján kell meggyőznünk a diákokat; pl. dobassunk minden gyerekkel otthon 100 dobást, összegezzünk, s határozzuk meg a relatív gyakoriságot: 
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-hez van közelebb?

2.5. feladat: Egy fiút akkor engednek el játszani, ha három egymás utáni sakkparti közül legalább két egymás utánit megnyer. Partnerei: Apa és Papa, mégpedig vagy Apa-Papa-Apa, vagy Papa-Apa-Papa sorrendben. Apa jobban játszik, mint Papa. Melyik sorrend kedvezőbb a fiú számára?

Gondolatmenet: Nyilván a gyengébben játszó Papával érdemes több mérkőzést játszani, kedvezőbb a Papa-Apa-Papa sorrend.

Megjegyzések: 

1. Hát nem. Legyen a fiú nyerésének valószínűsége Apa ellen a, Papa ellen p (p > a), s számoljuk ki mindkét esetben a fiú számára sikeres mérkőzéssorozat valószínűségét.

Az Apa-Papa-Apa mérkőzések esetén vagy az első két mérkőzést kell megnyernie (ennek valószínűsége ap), vagy az utolsó kettőt (pa). Kétszer számoltuk azt az esetet, amikor mind a három mérkőzést megnyeri, így a keresett valószínűség 2ap – a2p.

Hasonlóan számolva a Papa-Apa-Papa sorozatot, a valószínűség 2ap – p2a.

Összehasonlítva a két értéket, kedvezőbb az Apa-Papa-Apa sorozat.

2. Ennek az egyszerű paradoxonnak (érdekességnek) az az oka, hogy a fiúnak a középső mérkőzést mindenféleképpen meg kell nyernie, s végső soron kedvezőbb számára, ha ezt a gyengébb Papával játssza.

2.6. feladat: Egy érmét kétszer feldobunk. Mekkora annak a valószínűsége, hogy legalább egy esetben fej lesz felül?

Első gondolatmenet (D'Alembert, 1754): Három eset lehetséges. Vagy az első alkalommal dobunk fejet, vagy a második alkalommal, vagy egyik esetben sem. E három eset közül kettő kedvező, a keresett valószínűség 
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Második gondolatmenet: Három eset lehetséges. Vagy két írást dobunk, vagy két fejet, vagy egy fejet és egy írást. A keresett valószínűség 
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Megjegyzések:

1. Lényegében mindkét gondolatmenetnek ugyanaz a hibája, hogy ti. az alapesetek nem egyformán valószínűek. Az első esetben nem kizáró eseményekkel dolgozik a megoldó, a második esetben pedig ismét fellép a 2.4. feladat megkülönböztethetőségi problémája.

2. A helyes megoldáshoz többféleképpen eljuthatunk.

Módosíthatjuk az első gondolatmenetet (fejet dobunk az első alkalommal; vagy másodszor, ha először írást dobtunk); vagy kiszitálhatjuk a duplán számolt fej - fej dobásokat.

A második gondolatmenet módosítása csak annyiból áll, hogy a fej - írás és írás - fej sorozatokat megkülönböztetjük.

Végül eljárhatunk egészen másképpen is, pl. a komplementer eseményt határozzuk meg.

2.7. feladat (osztozkodás-paradoxon): Két játékos egy szabályos érmével játszik. András akkor győz, ha - nem szükségképpen egymás után - öt fej jön ki, Béla pedig akkor, ha öt írás. A játszma négy fej, két írás állásnál véglegesen félbeszakad. Hogyan osztozzanak a játékosok az 1600 Ft-os téten?

Első gondolatmenet: Az összeget 4 : 2 arányban kell felosztaniuk, hiszen ennyi a dobott fejek és írások aránya.

Második gondolatmenet: Az összeget 3 : 1 arányban kell felosztaniuk, hiszen ennyi fej, illetve írás dobás hiányzik a játékosok győzelméhez.

Harmadik gondolatmenet: Még nincs vége a játéknak, vagy András nyer, vagy Béla. Az arány legyen 1 : 1, így igazságos.

Negyedik gondolatmenet (Niccolo Tartaglia (1499 - 1557) olasz matematikus): András 2 játékkal nyert többet, mint Béla, ezért meg kell kapnia az összes tét 
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 részét, a maradékot pedig fele-fele arányban kell elosztani. Az arány 7 : 3.

Ötödik gondolatmenet: A 4 fej, 2 írás valószínűsége 
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. Ennyivel volt szerencsésebb András, ezért a javasolt osztozkodási arány 49 : 15.

Hatodik gondolatmenet: Csak az egyenlőnek számító "2 fej - 2 írás" álláshoz képest történt változást vizsgáljuk. András előnyösebb helyzetben van 2 fej dobással. A 2 többletdobás kimenetele 4-féle lehet, a 2 fej dobás 
[image: image49.wmf]1
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 valószínűségű. Ennek megfelelően a helyes osztozkodási arány 3 : 1.

Megjegyzések:

1. A fenti megoldások mindegyikét diákjaim javasolták, de egyik sem jó.

A feladat megoldásakor az a helyes kiindulási alap, ha azt vizsgáljuk meg, hogy a játékot tovább folytatva, a játék befejezéséig mekkora valószínűséggel nyerne András, illetve Béla. A hasonló típusú bonyolultabb feladatok a Markov-láncok segítségével elegánsan tárgyalhatók (link), most erre nincs szükségünk.

Ugyanis Béla csak akkor nyerhetne, ha a következő három dobás mindegyike írás lenne, ennek valószínűsége pedig 
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. Minden más esetben András nyer, a helyes osztozkodási arány 7 : 1.

2. Egy kis matematikatörténet: Már 1380-as és 1494-es kéziratokban is találkozunk a paradoxonnal, de a korabeli megoldók még azt sem vették észre, hogy a feladat egyáltalán valószínűségszámítási jellegű. 1654-ben Pascal és Fermat egymástól függetlenül megoldotta a problémát, s ez akkoriban olyan komoly felfedezésnek számított, hogy sokan ma is ettől az időponttól számítják a valószínűségszámítás megszületését. Végül 1657-ben Huygens három játékos esetére is általánosította a problémát.

További feladatok
Az alábbiakban kitűzött feladatok megoldásai között szép számmal lesznek hibásak is. Döntsük el, hogy mi a hiba az egyes gondolatmenetekben! (Vigyázat: abból, hogy két eredmény ugyanaz, még nem következik, hogy mindkét gondolatmenet jó is!)

Az eredmények a fejezet végén, a függelékben olvashatók.

2.8. feladat: Egyszerre dobunk fel három érmét. Mi annak a valószínűsége, hogy mindegyiknek ugyanaz az oldala kerül felülre?

Gondolatmenet: Az érmék között biztosan lesz két egyforma. Annak valószínűsége, hogy a harmadik ugyanilyen lesz, 
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2.9. feladat: Andrásnak két golyója van, Bélának egy. A golyók elgurítása után megnézik, melyiküké közelített meg jobban egy kitűzött pálcát (a pálca és a golyók távolságai mind különbözők). Ha mind a két játékos ugyanolyan ügyes, akkor mi annak a valószínűsége, hogy András győz? 

Első gondolatmenet: Béla második dobása nem függ András két dobásától. Ha a két játékos egyformán ügyes, véletlenszerű lesz a golyók és a pálca távolsága (ugyanolyan eséllyel dob közelebbit, mint távolabbit Béla). A keresett valószínűség P = 
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Második gondolatmenet: Három eset van, a golyók sorrendje lehet AAB, ABA, BAA. Ebből 2 eset kedvező András számára, P = 
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Harmadik gondolatmenet: Három eset lehetséges. A célhoz legközelebb lehet András első, András második, vagy Béla egyetlen golyója, ezért P = 
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Negyedik gondolatmenet: A harmadik gondolatmenet „gyanús”. Ugyanis annak valószínűsége, hogy András valamelyik golyója megelőzi Béla valamelyik golyóját, 
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; tehát annak valószínűsége, hogy két golyója is közelebb lesz a pálcához, 
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, s ez mutatja, hogy a harmadik gondolatmenetben nem egyformán valószínűek az egyes esetek. Alkalmazzuk a komplementer megoldás módszerét! Annak valószínűsége, hogy Béla golyója megelőzi András mindkét golyóját, 
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Ötödik gondolatmenet: Különböztessük meg András két golyóját! Ekkor négy eset lehetséges: vagy András mindkét golyója közelebb van, mint Béla golyója; vagy András mindkét golyója távolabb van; vagy András első golyója közelebb van, a második távolabb; vagy fordítva. P = 
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2.10. feladat: András és Béla a következő kockajátékot játsszák. András dobókockáján a 2, 2, 2, 5, 5, 5; Béla kockáján a 3, 3, 3, 3, 3, 6 számok vannak. Mindkét játékos feldobja saját kockáját, s az nyer, aki nagyobbat dobott. Kinek előnyös a játék?

Gondolatmenet: Mindkét kockán ugyanannyi a számok összege, vagyis ugyanannyi a számok átlaga. A játék igazságos.

2.11. feladat: Módosítjuk az előző játékot, Béla kockáján kicseréljük az egyik 3-ast 1-esre: 1, 3, 3, 3, 3, 6. Ez a játék most már Andrásnak előnyös?

Megjegyzés: Látható, hogy az előző gondolatmenet „gyanús”. A feladattal kapcsolatos problémákat részletesen megvizsgáljuk az ötödik fejezetben (link). 

2.12. feladat: Egy dobozban 3 piros, 1 fehér és 1 kék, egyforma méretű golyó található. A golyókat véletlenszerűen kihúzzuk egymás után és egy sorozatot készítünk belőlük. Melyik sorrend a valószínűbb: a pppfk (tehát amikor a három pirosat húzzuk ki először) vagy a kfppp?

Gondolatmenet: Nyilván első közelítésben annyit mondhatunk, hogy a sorozat első két helyén inkább piros golyók lesznek.

Függelék

A 2.8. - 2.12. feladatok eredményei:

2.8. A valószínűség 
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.

2.9. Egyik gondolatmenet sem jó. P = 
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. (Indoklásul elég annyit mondanunk, hogy 6 alapeset van: 12B, 21B, 1B2, 2B1, B12, B21.)

2.10. A játék Bélának előnyös.

2.11. A játék igazságos.

2.12. A sorozatok egyformán valószínűek.

3. Valószínűségszámítási paradoxonok

A legfontosabb előzetes megjegyzés, hogy a témakör nagyon népszerű, a hozzá csatlakozó feladatanyag pedig irdatlan nagy. Ebben a fejezetben csak egyfajta kóstoló nyújtására van lehetőségünk; ez a kóstoló is szerény méretű, és a tömörségre törekedő szigorú válogatási elvek miatt erősen szubjektív. A felsorolt szakirodalomban minden érdeklődő Olvasó bőségesen találhat kedvére való feladatokat.

A paradoxon kifejezést - ebben a cikkben is, és általában is - többféleképpen értelmezik, több értelemben használják. Paradoxonról, érdekességről beszélhetünk, ha

- valamilyen feladat meglepő, érdekes eredményt ad;

- a kapott váratlan eredmény ellentmond szemléletünknek;

- a megoldás nem szokványos megközelítéssel, speciális úton történik;

- a többféle megközelítés többféle (esetenként egymásnak ellentmondó) eredményt szolgáltat;

- a precíz matematikai megoldás ellentmond a tapasztalatnak;

- a precíz matematikai megoldás logikai problémákat vet fel;

- látszólag sérülnek a logika (vagy a matematika) alapszabályai stb.

Így a korábbi fejezetek néhány példáját is bízvást a paradoxonok közé sorolhatjuk, pl. 1.11. vagy 2.5. feladatok, vagy a klasszikus 2.7. feladat (az osztozkodás-paradoxon).

Semmiképpen sem tudunk, már csak a terjedelmi korlátok miatt sem, néhány igazi klasszikussal foglalkozni. Kimaradnak pl.: 

- az iker-paradoxonok;

- a fiú- vagy lány-paradoxon;

- az ász-megnevezés paradoxona;

- a kagyló- (kártya-, börtönőr-) paradoxon;

- a rulett D'Alembert-rendszere;

- a szentpétervári-paradoxon.

A fejezet további részében 

- röviden szót ejtünk a logikai paradoxonokról (tág értelemben);

- megvizsgálunk néhány klasszikus valószínűségszámítási paradoxont;

- s részletesen tárgyaljuk a királylány-problémát.

Külön téma lesz a geometriai paradoxonok néhány típusa és a statisztikai paradoxonok egyes fajtái.

Néhány szó a logikai paradoxonokról

A logikai paradoxonok már régen felkeltették az érdeklődést, emlékezzünk csak a görög kultúra „Minden krétai hazudik.”- típusú problémáira, vagy Zenon híres aporiáira (pl. Akhilleusz és a teknősbéka). Ugyanakkor a hasonló „rejtvények” még ma is megmozgatják a fantáziánkat. De vigyázzunk: nemcsak érdekesek ezek a problémák, de gyakran matematikailag nehezen kezelhetők is. Álljon itt szakmai figyelmeztetésül pl. a híres Bertrand-féle antinómia: „Nem létezik minden halmaz halmaza.”, s gondoljuk meg, a matematikusok mekkora munkájára volt szükség, hogy ezen paradoxont végül is feloldhassuk.

Az alábbiakban néhány, lényegesen könnyebb fajsúlyú problémát említünk meg. Mivel a logikai paradoxonok nem tartoznak szorosan a cikk témájához, célunk csak a felelevenítés. Néha persze valószínűségszámítási indokot is mondhatunk, ilyen pl. az első két példa.

3.1. példa: A könyvespolcon egymáson fekszik egy lexikon néhány kötete. Murphy egyik törvénye szerint, ha egy címszót keresünk, biztos, hogy a legalsó kötetre lesz szükségünk, s ezért az összes kötetet meg kell mozgatni.

Megjegyzés: Ha nem is vagyunk annyira szigorúak, hogy mindig a legalsó kötet használatát tételezzük fel, valóban gyakrabban van szükség (?) az alsó kötetekre. Talán magyarázatul annyit mondhatunk, hogy ha véletlenszerűen (és egyenletesen) használjuk a könyveket, felülre mindig az utoljára olvasott kötet kerül, s alul vannak azok, amelyeket régebben olvastunk.

3.2. feladat (KöMaL F676.): Karinthynak volt egy aforizmája: „Az autóbusz mindig ellenkező irányból jön, mint ahonnan várjuk.” Lehetséges-e, hogy valamelyik megállóhoz a kedvezőtlen irányból nagyobb valószínűséggel érkezik autóbusz, mint a kedvezőből?

(Feltételezzük, hogy a kocsikat mindkét irányból egyenlő időközökben indítják, és a kocsik állandó, mindkét irányban egyenlő sebességgel haladnak.)

Eredmény: Hát, ez bizony lehetséges.

3.3. feladat: Egy szultán kegyes hangulatában úgy dönt, hogy a kivégzés előtt álló rab sorsának eldöntését a vak véletlenre bízza. A rab kap 50 - 50 egyforma méretű piros és kék golyót, ezeket tetszése szerint szétoszthatja két külsőre egyforma urnába. Ezután bekötött szemmel véletlenszerűen választania kell egy urnát (nem tudja a két urnát kívülről megkülönböztetni), s abból ki kell húznia egy golyót. Ha ez a golyó piros, megmenekül, ha kék, kivégzik. Mekkora valószínűséggel tud megmenekülni a rab, ha ügyes?

Megjegyzés: Ez a feladat középiskolás emlék, eredményére még ma is emlékszem: majdnem 75%.

A továbbiakban megemlítünk még két „nagyágyút”.

3.4. példa (Hempel-paradoxon a megerősítő példa fogalmára): Tegyük fel, hogy van egy sejtésünk: „Minden varjú fekete.” Ezt a sejtést a fekete varjak erősítik, egy fehér varjú létezése megcáfolná. Matematikailag analóg állítás a következő: „Minden nem-fekete objektum nem varjú.” Ezt az állítást viszont számtalan példa megerősíti: egy zöld nyakkendő, egy fehér papír, egy kék golyóstoll. Viszont ez abszurditás: a szobában lévő kék golyóstoll miért erősíti meg a varjak színét illető sejtésünket? (Carl Hempel tudományfilozófus)

Megjegyzés: Martin Gardner az [5] cikkében megjegyzi, hogy egyik korábbi munkájában ezzel a paradoxonnal kapcsolatban több mint 60 tudományos könyvre és szakfolyóiratbeli cikkre hivatkozott.

3.5. feladat (a dolgozatíró diák paradoxona): Egy iskolában minden nap van matekóra. Az egyik pénteken két állítást mond a tanár:

1) „A jövő hét valamelyik napján dolgozatot írunk.”

2) „Azt szeretném, hogy a dolgozat miatt ne idegeskedjetek. Hogy nyugodtan kipihenhessétek magatokat, a dolgozat váratlan lesz; a dolgozat napját, ill. az írás tényét csak közvetlenül az óra elején fogjátok megtudni.”

A diákok tudják, hogy a tanár mindig igazat mond, ezért a következőképpen okoskodnak:

„a) Pénteken nem lehet dolgozat, mert akkor csütörtök este nem tudnánk aludni az idegeskedés miatt.

b) Emiatt csütörtökön sem lehet a dolgozat. Ugyanis az a) pontban láttuk, hogy pénteken nem lehet, ezért ha szerdáig nem írjuk meg a dolgozatot, akkor csak csütörtökön írhatnánk, s szerda este nem tudnánk nyugodtan pihenni.

c) Hasonlóan a) és b) miatt szerdán sem lehet a dolgozat.

d) A gondolatmenetet folytatva megkapjuk, hogy a dolgozat sem kedden, sem hétfőn nem lehet.

Tréfás kedvű tanárunk lényegében tehát azt mondta, hogy nem írunk a jövő héten dolgozatot.”

Ezután jókedvűen mennek az órákra, hiszen egy mindig igazat mondó személy egy végrehajthatatlan eseményt jövendölt meg. Kedden aztán váratlan dolog történik: a tanár kiosztja a dolgozatpéldákat.

Nos, hogyan történhetett ez meg?

Útmutatás: A [7] könyv röpke 10 oldalon keresztül (+ további 7 oldalon érdekes fejtegetéseket végezve) kimerítően foglalkozik a paradoxon elemzésével, az „Akasztott ember paradoxona” címszó alatt. 

Egyszerű valószínűségszámítási paradoxonok

3.6. feladat: Érdekességképpen megemlítjük Varga Tamás egy „bűvésztrükkjét”. Tanítványainak házi feladatul tűzte ki, hogy otthon végezzenek el 200 érmedobást, és jegyezzék le a kapott eredményeket. Másnap a lecke ellenőrzésekor néhány pillanat alatt el tudta dönteni egy sorozatról, hogy a gazdája valóban elvégezte a 200 dobást, vagy csak hasraütésszerűen leírt egy fej - írás sorozatot. Mi lehetett a trükk?

Útmutatás: Az a gyerek, aki „mesterségesen” gyárt egy sorozatot, óvakodik túl sok szomszédos fejet (vagy írást) írni. Megmutatható, hogy az esetek kb. 90%-ban a leghosszabb szomszédos fej-blokk nagysága nagyobb, mint 5.

3.7. feladat: A BKV-ellenőrök munkarendje munkanapon olyan, hogy egy adott buszjáraton Péter reggel hét óra és fél nyolc között 4%-os valószínűséggel találkozik valamelyikükkel. Ez olyan kicsi valószínűség, hogy Péter próbát tesz: egy hónapon keresztül reggelenként egyszer sem lyukaszt jegyet. Mi annak a valószínűsége, hogy a 20 munkanapot megússza büntetés nélkül?

Megoldás: 0,9620 ( 0,44, tehát bármilyen kicsi is az ellenőrrel való találkozás esélye, valószínűbb, hogy Péter lebukik, mint az, hogy megússza büntetés nélkül.

Megjegyzések: 

1. A jelenség neve „a kis valószínűségek paradoxona”, s hátterében az az egyszerű tény áll, hogy a 0 és 1 közé eső számok hatványa 0-hoz tart. Megemlítettük ezt már az 1.11. feladatnál, és a következő feladatban hátterében is ez lesz.

2. Csak tájékoztatásképpen a sorozat konvergenciájának gyorsaságáról:

	n
	0.9n (
	0.99n (

	1
	0.9
	0.99

	2
	0.81
	0.98

	3
	0.73
	0.97

	4
	0.66
	0.96

	5
	0.60
	0.95

	10
	0.35
	0.90

	15
	0.21
	0.86

	20
	0.12
	0.82

	30
	0.04
	0.74

	40
	0.01
	0.66

	50
	0.005
	0.61

	60
	0.002
	0.55

	70
	
	0.49

	80
	
	0.45

	90
	
	0.40

	100
	
	0.37

	125
	
	0.28

	150
	
	0.22

	200
	
	0.13

	300
	
	0.05


3. Még érdekesebb a helyzet, ha a 99%-os és a 99.99%-os bekövetkezési valószínűséget hajlamosak vagyunk egyszerűen azonosnak venni (vagyis úgy gondoljuk, hogy mindkét esemény szinte biztosan bekövetkezik). Annak valószínűsége, hogy a szóban forgó események az év 365 napján bekövetkeznek, az első esetben kb. 3%, míg a második esetben … több mint 96%.
3.8. feladat: Egy vizsgán az A és B tételek elméleti, a C tételek gyakorlati jellegűek. Mindhárom tételsor 10 feladatból áll, s a vizsgázónak mindegyik sorból egy-egy tételt kell húznia. Ha a vizsgázó bármelyik tételét nem tudja, akkor megbukik. Mekkora annak a valószínűsége, hogy egy diáknak 80%-os felkészültséggel nem sikerül a vizsgája? (A 80%-os felkészültség ez esetben azt jelenti, hogy minden tételsorból nyolc tételt tanult meg, kettőt nem.)

3.9. feladat (születésnap-paradoxon): Megközelítőleg hány ember esetén valószínűbb, hogy lesz közöttük kettő, akiknek az év ugyanazon napjára esik a születésnapjuk, mint az, hogy nincs két ilyen ember? (Számoljunk 366 nappal.)

Megjegyzések: 

1. A meglepő eredmény és a feladat tárgyalása megtalálható pl. (link) címen. 

2. A [2] könyvből ide kapcsolódó érdekességek közül kiválasztottunk egyet: „Az Egyesült Államoknak 1970-ig 37 elnöke volt. Mi az esélye annak, hogy ketten közülük egy napon születtek? (Megoldás: 84,8%, s valóban: Polk és Harding november 2-án született.)

1970-ig 35 elnök halt meg. Mi az esélye annak, hogy ketten közülük ugyanazon a napon haltak meg? (Megoldás: 81,3%, s Jefferson, Adams és Monroe egyaránt július 4-én halt meg.)

3.10. feladat (KöMaL F1096): Valamely urnában n golyó van, melyek közül néhányat kihúzunk. Mi valószínűbb: a kihúzott golyók száma páros vagy páratlan?

Megoldás: Páratlan számú golyó húzásának nagyobb a valószínűsége; határozzuk meg pl. a páros számú golyó húzásának valószínűségét. Az összes eset száma 2n – 1 (nem számoljuk azt az esetet, amikor egyetlen golyót sem húzunk ki; egyébként minden golyót vagy kihúzunk, vagy nem). Páros számú golyót 
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Megjegyzések:

1. Azért soroltuk ezt a feladatot a paradoxonok körébe, mert szemléletünk egyformán valószínűnek érzi a páros és a páratlan esetet.

2. Látható, hogy n növekedtével a hányados 
[image: image66.wmf]2
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-hez tart; kis n-ekre (n = 1, 2, 3) konkrét példákon könnyen megállapítható az eredmény helyessége.

3. Érdemes elgondolkodni azon, hogy a feladatban mit is jelent a „néhány golyó véletlen kihúzása”. Hogyan történik a húzás? A kihúzott golyók számát sorsoljuk, vagy minden egyes golyóról eldöntjük, hogy kihúzzuk-e, esetleg más módszert alkalmazunk?

Befolyásolja-e a végeredményt az alkalmazott módszer?

3.11. feladat (a véletlenszámok „kiegyenlítődési hajlama”): A [10] könyvben olvashatunk egy újságcikkről: „Ha feldobunk egytrillió tízfillérest, rendkívül furcsa eredményt kapunk: néhány pénzdarab eltéréssel féltrillió fej lesz és féltrillió írás.” Átlagosan mennyi ez a „néhány pénzdarabnyi eltérés”?

Eredmény: Ez a probléma lényegében egy bolyongási feladat, ilyen volt az 1.8. és 1.9. feladat is. Hasonló problémákkal a Markov-láncok (link) témakörénél is foglalkoztunk, s ott is jeleztük, hogy az egyensúlyi helyzettől való eltérés ez esetben a dobásszám gyökével arányos. Jó közelítéssel mondhatjuk, hogy egytrilliónyi (1018) dobás esetén a „néhány pénzdarabnyi eltérés” kb. 109, vagyis egymilliárdnyi érmét jelent. (Annak ellenére, hogy a legvalószínűbb dobássorozat az, amelyikben a fejek és írások száma megegyezik.)

Feladatok önálló feldolgozásra

3.12. feladat (Bertrand-féle doboz-paradoxon 1889): Három egyforma dobozban 2-2 golyó van. Az egyik dobozban mindkét golyó piros, egy másikban mindkettő kék, míg a harmadikban az egyik piros és a másik kék. Találomra kiválasztunk egy dobozt. Mi annak a valószínűsége, hogy ebben a dobozban két egyforma golyó van?

Első okoskodás: Három egyforma valószínűségű lehetőség van: piros - piros, piros - kék, kék - kék. Ebből kettő kedvező, a keresett valószínűség 
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Második okoskodás: Ha kiveszünk egy golyót, a színétől függetlenül két lehetőség van: vagy ugyanolyan golyó maradt a dobozban, vagy ellenkező színű. Az egyik eset a kedvező, a keresett valószínűség 
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Megjegyzések: 

1. Nyilván legfeljebb az egyik megoldás lehet csak jó. Hol a hiba?

2. A feladatot a következő alakban is kitűzhetjük: Három urnában rendre piros - piros, piros - kék és kék - kék golyó van. Kiválasztunk egy urnát, ebből találomra egy piros golyót húzunk. Mire tippeljünk, milyen színű a másik golyó?

3.13. feladat (Zener-paradoxon): Telepátia-kísérlet folyamán egy elkülönített szobában egymás mellé tették az öt Zener-alakzatot (négyzet, kör, háromszög, kereszt és hullám). A másik szobában levő médium pedig megpróbálja kitalálni az alakzatok sorrendjét úgy, hogy ő is tippel egy sorrenddel.

a) A különleges képességekkel nem rendelkező médium átlagosan hány alakzat helyét találja el?

b) Mennyi a találatok átlagos száma, ha nem 5, hanem tetszőleges n számú alakzattal végezzük a kísérletet?

c) És akkor mennyi az a) esetben a találatok átlagos száma, ha az alakzatok ismétlődhetnek is? (Vagyis egy-egy alakzatot többször is felhasználhatunk a sorozatban.)

Megjegyzések: 

1. Meglepő, de mindegyik kérdés eredménye 1.

2. Ezek szerint ha csak nagyszámú kísérlet eredményét látjuk, nem tudjuk eldönteni, hogy ismétléses vagy ismétlés nélküli sorozatokat vizsgáltunk?

Az utolsó feladat egy érmedobálási paradoxon. A megoldásokat legegyszerűbben a Markov-láncok segítségével végezhetjük el (link), abban a cikkben már vizsgáltunk hasonló játékokat.

3.14. feladat: Szabályos érmét sokszor ismételten feldobunk, míg vagy szomszédos FIFI, vagy szomszédos IFII sorozatokat kapunk. András akkor nyer, ha az FIFI sorozat jön ki hamarabb, míg Béla akkor, ha az IFII sorozat. 

a) Melyik játékosnak előnyös ez a játék?

Eredmény: Az első sorozat 
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 valószínűséggel hamarabb fordul elő, a játék Andrásnak előnyös.

b) Átlagosan hány dobást kell végeznünk, míg megkapjuk az egyik, illetve a másik sorozatot?

Eredmény: Az első sorozathoz átlagosan 20, a másodikhoz átlagosan 18 dobás szükséges.

Megjegyzés: Azt kaptuk, hogy hiába nagyobb annak a valószínűsége, hogy az első esemény hamarabb következik be, mégis átlagosan hosszabb ideig kell várni az első esemény bekövetkeztére, mint a másodikéra.

Érdekességképpen még egy feladat: 

c) Átlagosan hány dobást kell végeznünk, míg megkapjuk valamelyik sorozatot?

4. Királylány-probléma

4.1. feladat: Három herceg, A, B és C egyaránt szerelmes Bergengócia királylányába. Elhatározzák, hogy egyetlen pisztolypárbajban eldöntik, melyikük legyen a kérő. Egyszerre körbeállnak és bármelyikük lőhet bármelyikükre. Tudják egymásról, hogy ha lő, A 1, B 0,8 és C 0,5 valószínűséggel talál, ezért abban állapodnak meg, hogy először lő C, utána (ha életben van) B, végül A. Ha nincs vége a párbajnak, akkor még egy kört lőnek azonos sorrendben. 

Mikor a királylány meghallotta a feltételeket, a párbaj előtti este titokban kicserélte C első golyóját vaktöltényre. 

a) Kibe szerelmes a királylány?

b) Hogyan változnak meg a párbaj valószínűségei, ha most a felek nemcsak kettő, hanem tetszőleges számú lövést adhatnak le?

(A királylány most is csak az első golyót cseréli ki vaktöltényre.)

Megoldás: 

1. eset: Nézzük azt az esetet, amikor megtörtént a csere, tehát C első golyója vaktöltény. Az első lövésből C nem talál, B következik. Ő nyilván A-ra lő (mert ha C-re lőne, és őt véletlenül eltalálná, akkor A következik; A lelövi B-t és nyert). Ha B eltalálja A-t, akkor a játék "kétszemélyes" lesz B és C között; míg ha B nem találja el A-t, akkor A következik lövésre. Ő a két lehetséges ellenfele közül nyilván a veszélyesebb B-re lő, akit el is talál, így ismét "kétszemélyes játékot" kaptunk A és C között. A teljes játék folyamatábrája:





Mekkora valószínűséggel győznek az egyes párbajozók?

P(A nyer)
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  eséllyel, ez a  B-C döntetlen párbaj eredménye),  
[image: image73.wmf]2

1

2

1

5

1

2

1

5

4

c

=

×

+

×

=

  (és C élve marad további  
[image: image74.wmf]2

25

  eséllyel, a döntetlen miatt).

2. eset: Vizsgáljuk most meg azt a helyzetet, amikor C első lövése nem vaktöltény!

Első lövésével C nyilván A-ra lő; ha nem találja el, előáll az első eset, míg ha talál, akkor B és C között egy kétszemélyes párbajt kapunk (amely meglehetősen előnyös B-nek, hiszen ő lő először, nagyobb valószínűséggel talál, és két lövési lehetősége van, míg C-nek csak egy). A folyamatábra:





P(A nyer)
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	Az egyes játékosok
(a = 1, b = 0,8, c = 0,5)
	A győzelmi valószínűségek vaktölténnyel
	A győzelmi valószínűségek éles tölténnyel

	
	
	

	A
	10 %
	5 %

	B
	32 %
	60 %

	C
	50 %
	30 %

	döntetlen B és C között
	8 %
	5 %


Nos, kedves Olvasó, kibe szerelmes a királylány? Bármily meglepő, lehet, hogy C-be, hiszen győzelmi esélye 20%-kal megnőtt. De az is elképzelhető, hogy A-ba, hiszen neki a beavatkozás után kétszeresre nőtt a győzelmi esélye.

Megjegyzések:

1. Az általános eset folyamatábrája a, b, c valószínűségekkel, ha C első golyója vaktöltény:





Ennek alapján ha C első golyója vaktöltény, a nyerési esélyek az alábbiak:
A nyer: a1 = (1 – b)(1 – c);  
B nyer: b1 = b2(1 – c);  
C nyer: c1 = c;  
D (döntetlen): d1 = b(1 – b)(1 – c).

Hogyan néz ki a folyamatábra akkor, ha az első golyó nem vaktöltény?

A folyamatábra:




Ha C első lövésével A-t veszi célba, és golyója nem vaktöltény, akkor az alábbi győzelmi valószínűségeket kapjuk:
A nyer:  (1 – c)a1;
B nyer:  (1 – c)b1 + bc + bc(1 – b)(1 – c);
C nyer:  (1 – c)c1 + c2(1 – b);
D:  (1 – c)d1 + c(1 – c)(1 – b)2.

Nézzük meg, hogyan változnak a valószínűségek b és c csökkentésével:

	Az egyes játékosok 
(a = 1, b = 0,5, c = 0,3)
	A győzelmi valószínűségek vaktölténnyel
	A győzelmi valószínűségek éles tölténnyel

	
	
	

	A
	35 %
	24,5 %

	B
	17,5 %
	32,5 %

	C
	30 %
	25,5 %

	döntetlen B és C között
	17,5 %
	17,5 %


	Az egyes játékosok
(a = 1, b = 0,8, c = 0,3)
	A győzelmi valószínűségek vaktölténnyel
	A győzelmi valószínűségek éles tölténnyel

	
	
	

	A
	14 %
	9,8 %

	B
	44,8 %
	58,7 %

	C
	30 %
	22,8 %

	döntetlen B és C között
	11,2 %
	8,7 %


2. A megoldás folyamán feltételeztük, hogy a királylány használni tudja a matematikai folyamatábrákat. Ha C is elég jó matematikus, akkor az egész csere-tranzakció felesleges, mert C első lövésével úgyis a levegőbe lő.

5. Geometriai valószínűség paradoxonai

5.1. feladat (KöMaL F595.): Egy r sugarú, A, B végpontú félköríven két pont mozog. Mi a valószínűsége annak, hogy egy tetszőleges pillanatban a két pont egymástól való távolsága nem nagyobb a félkör sugaránál?

Első megoldás: Jelöljük a mozgó pontokat C-vel és D-vel, s legyen az ívek hossza 
[image: image79.wmf]AC

 = x, 
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 = y. (Persze 
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 = r(.) Ekkor x és y a [0, r(] intervallumban tetszőleges értékek lehetnek. Az 1.13. és 1.14. feladatokban látott módszer alapján feleltessük meg a C és D pontok helyzetét a sík (0, 0), (0, r), (r, 0), (r, r) négyzete (x, y) pontjának; az (x, y) pont véletlenszerű kiválasztása ekvivalens a C, D pontok kiválasztásával.

A kedvező pontokra teljesülnie kell az 
[image: image82.wmf]3
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A keresett valószínűség a két terület hányadosa; átalakítások után a kapott érték 
[image: image84.wmf]9
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Második megoldás: A CD húr F felezőpontja egyértelműen meghatározza a húrt s így a CD távolságot is. A húrfelezőpontok lehetséges helyzetét a két szélső helyzet segítségével határozhatjuk meg. Legyen az AB húr felezőpontja O. Az A-ból, ill. B-ből kiinduló húrok felezőpontjai az AO, ill. OB átmérőjű félkörívek (ui. az A, ill. B pontokból 
[image: image85.wmf]2
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 arányú kicsinyítést alkalmazhatunk). Következésképpen az F pont ezen félkörök és az AB félkör közötti részre eshet, ezen alakzat területe 
[image: image86.wmf]4

r

2

p

. Rövid számolással adódik, hogy a kedvező pontok helyzetét egy további 
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Megjegyzés: A két érték nem egyezik meg. Melyik megoldás a jó?

5.2. feladat (Bertrand-paradoxon): Mekkora annak a valószínűsége, hogy ha egy körbe véletlenszerűen berajzolunk egy húrt, akkor a húr hosszabb lesz, mint a körbe írható egyenlő oldalú háromszög oldala?

Első megoldás: Az A pontból kiinduló húrok közül csak azok lesznek jók, amelyek belemetszenek a háromszögbe (ábra).


[image: image89.emf] 
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Ennek valószínűsége, mivel a háromszög A-nál levő szöge 60°-os, 
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Második megoldás: Adott (az ábra szerinti függőleges) irányú átmérőre merőleges húrok közül az AB szakaszon áthaladók lesznek az esemény szempontjából kedvezők.


[image: image91.emf] 

B  

A  


A keresett valószínűség 
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Harmadik megoldás: A húrok felezőpontjait tekintve a kör belső pontjai szolgáltatják az összes lehetséges esetet, míg egy koncentrikus, feleakkora sugarú kör pontjai a kedvező eseteket. A keresett valószínűség értéke 
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Megjegyzések:

1. Három különböző eredményt kaptunk, melyik tekinthető az „igazinak”?

2. Hogy melyik a helyes válasz, az attól függ, hogy hogyan rajzoljuk meg a véletlen húrt. A három, fent tárgyalt elméleti módszer közül kézenfekvőnek látszik a gyakorlat segítségével kiválasztani a valódi eljárást.

Vagyis konstruáljunk egy modellt, hajtsuk végre elég sokszor a kísérletet, s a tapasztalat megmutatja, melyik megoldás volt a helyes gondolat.

3. De mindhárom eljárás megvalósítható a gyakorlatban.

Az első esetben feltettük, hogy a húr másik végpontjaként szóba jövő pontok egyenletesen oszlanak el a kör kerületén. Ez megvalósítható egy, a körrel koncentrikus pörgettyű segítségével.

A második esetben [6]-ban a szerző azt javasolja, hogy pl. a járdára rajzolt körhöz elég nagy távolságból gurítsunk egy seprűnyelet.

Végül a harmadik esetben pl. vizsgálhatjuk azt, hogy egy melasszal bekent körlemez mely pontjára száll le egy légy.

Vagyis ebben a feladatban mindegyik válasz jó, de mindegyik más-más eljárás esetén.

4. A paradoxonok jelentős része a fenti okok miatt lép fel; vagyis azért, mert nem tisztázzuk a feladat elején, hogy mit is értünk véletlenszerű kiválasztáson.

5.3. feladat: Mennyi annak a valószínűsége, hogy egy 0 és 10 között véletlenszerűen kiválasztott valós szám nagyobb, mint 5?

Első megoldás: A számegyenes [0, 10] szakaszának a felét tekinthetjük, az eredmény 
[image: image94.wmf]2
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Második megoldás: A [0, 10] intervallum számai és azok négyzete között kölcsönösen egyértelmű hozzárendelést létesíthetünk. A probléma ugyanaz, mintha azt vizsgálnánk, hogy egy [0, 10] intervallumbeli szám négyzete mikor lesz a [0, 100] intervallum [0, 25] részén; s ennek a valószínűsége már csak 
[image: image95.wmf]4
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Megjegyzés: Hogyan oldható fel az ellentmondás?

5.4. feladat: Milyen p valószínűséggel lesz egy véletlenszerűen létrehozott háromszög hegyesszögű?

Megjegyzések: 

- Fentebb láttuk, hogy a valószínűség értéke attól függ, hogy milyen mennyiségekkel jellemezzük a háromszöget, ill. a háromszög kiválasztását. 

- Különböző mennyiségeket azért választhatunk a jellemzés alapjául, mert különböző eseményeket tekintünk egyenlően valószínűeknek.

- Hogy mely események egyformán valószínűek, néha csak kísérlettel dönthetők el.

- (S néha azzal sem.)

Erre a feladatra 11 megoldási lehetőséget mutatunk.

Első megoldás: Rögzítsük a középső oldalt! Ekkor p = 0,18.

Második megoldás: Rögzítsük a maximális oldalt, ekkor p = 0,36.

Harmadik megoldás: (Egységnyi kerületű) körvonalon az A pontot fixáljuk, a másik két pontot véletlenszerűen választjuk: p = 
[image: image96.wmf]4
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Negyedik megoldás: Legyen a háromszög beírt körének kerülete 1, az A érintési pont fix, s ehhez választjuk a B, C érintési pontokat: p = 
[image: image97.wmf]4
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Ötödik megoldás: Válasszuk ki a maximális szöget! Az összes lehetőség [60°, 180°] közé esik; a kedvező esetek száma a [60°, 90°] intervallum: p = 
[image: image98.wmf]4
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Hatodik megoldás: Adott kerületű háromszögeket vizsgáljunk. 

Megjegyzés: Lásd 1.13. feladatot!

Hetedik megoldás: Ugyanezt megtehetjük a trilineáris koordináta-rendszerben is. 

Nyolcadik megoldás: A koordinátasík egységnyi oldalú négyzetében az x és y koordináták véletlenszerű választásával két pontot jelölünk ki (a harmadik csúcs az origó): p = 
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Kilencedik megoldás: Ugyanúgy járunk el, mint az előző feladatban, csak most mindhárom pontot az egységnégyzetből választjuk: p = 
[image: image100.wmf]2
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Tizedik megoldás: Az x + y + z = ( a térbeli koordináta-rendszerben egy sík egyenlete. Az első térnyolcadban metszete egy szabályos háromszög, melynek középháromszöge a jó pontok halmaza: p = 
[image: image101.wmf]4
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Tizenegyedik megoldás: Legyen végül az ( hegyesszögű szögtartomány csúcsa A, az egyik szögszáron fix pont B. A B ponton átmenő egyenes forgatásával p = 
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-nél kisebb pozitív szám lehet ((-tól függ).

Megjegyzés: Középiskolás diákok a kitűzött feladatra néha egy-egy szimulációs programmal válaszolnak, általában a 9. megoldás technikáját alkalmazzák. Egy futási eredmény: 30000 szimulációból 8244 lett a hegyesszögű, 21756 a nem hegyesszögű háromszög. A relatív gyakoriság 0,275.

6. A valószínűség tranzitivitása

Egy ( reláció tranzitív, ha A ( B és B ( C esetén A ( C is teljesül; ilyen pl. a rendezést létrehozó < vagy ( reláció. Ebben a fejezetben arra mutatunk néhány példát, hogy a „nagyobb valószínűség” nem tranzitív reláció; vagyis ha az A esemény valószínűbb, mint a B, valamint a B valószínűbb, mint a C, ebből még nem következik, hogy az A esemény valószínűbb, mint a C.

6.1. példa: Mindannyian ismerjük a kő - papír - olló játékot: a papír becsomagolja a követ, az olló elvágja a papírt, de kicsorbul a kövön. Ez a három objektum nem rendezhető, nem állapítható meg közöttük erősorrend, ebben a játékban ún. „körbeverés” történik. Ha két játékos úgy játszik, hogy előbb az egyik, majd a másik választ magának egy-egy objektumot, az elsőnek választó játékos hátrányos helyzetben van, hiszen bármelyik objektumhoz található a játék szempontjából nála jobb.

6.2. feladat: Egy társaságban háromféle rétest lehet választani: almást, meggyest és túróst. Lehetséges-e, hogy bár többen szeretik az almást, mint a meggyest, és többen szeretik a meggyest, mint a túróst, ennek ellenére többen szeretik a túróst, mint az almást?

Megoldás: Lehetséges, már három ember esetén is. Legyen a három ember „rétes-kedvelési sorrendje” (a, m, t), (m, t, a), (t, a, m), ekkor előáll a kérdezett helyzet.

Megjegyzések:

1. Természetesen több ember esetén is adható konstrukció.

2. Ebben a helyzetben bármelyik fajta rétest is szolgálják fel, a tagok többsége jobbat is kaphatna.

3. Azt az észrevételt, hogy a valószínűség fogalma nem tranzitív, statisztikai megfontolásokkal (gyakoriságok) támaszthatjuk alá, s ezek a problémák a statisztikában is megjelennek, lásd pl. a 8. fejezet problémáit.

6.3. feladat: András és Béla a következő kockajátékot játsszák. András dobókockáján a 2, 2, 2, 5, 5, 5; Béla kockáján a 3, 3, 3, 3, 3, 6 számok vannak. Mindkét játékos feldobja saját kockáját, s az nyer, aki nagyobbat dobott. Kinek előnyös a játék?

Megoldás: A 2.10. és 2.11. feladatokban jeleztük, hogy nem az egyes számok abszolút nagysága, hanem egymáshoz viszonyított relatív nagysága a döntő. A 36 lehetőség közül 21 eset kedvező Bélának, így a játék neki előnyös.

6.4. feladat: Készítsünk nem-tranzitív három dobókockát, pl. a hagyományos 1, 2, 3, 4, 5, 6 számokból! (Nem kell mindegyik számot felhasználni.)

Megoldás: A kérdés tulajdonképpen az, hogy lehet-e három kockát úgy megszámozni, hogy azok „körbeverjék” egymást? Egy lehetséges megoldás pl. az alábbi:

I: 2, 2, 2, 2, 5, 5; II: 4, 4, 4, 4, 1, 1; III: 3, 3, 3, 3, 3, 3.

(Nem olyan nehéz rájönni a megoldásra. Ha pl. a III-as kocka 3, 3, 3, 3, 3, 3 számait fixáljuk, a másik két kockát pedig I: a, a, a, a, b, b, ill. II: c, c, c, c, d, d alakban keressük, akkor a < 3, b > 3, valamint c > 3, d < 3 feltételek mellett (ekkor I-esnél jobb a III-as és a III-asnál jobb a II-es) elég, ha b > c és a > d teljesül.)

Megjegyzések: 

1. Átfogalmazhatjuk a problémát két játékos közötti kockajátékra. Ekkor az I, II vagy III-as kockából választ egyet-egyet a két játékos, s az nyer, aki nagyobbat dob. Ekkor a játék a másodiknak választó játékos számára előnyös.

2. A „körbeverés” jelenségét nevezik rendezési paradoxonnak.

További feladatok
6.5. feladat: Három játékos, A, B, C játékában három hosszú érmedobás-sorozatot vizsgálunk. Egy szabályos érmét folyamatosan dobálnak a játékosok úgy, hogy a játék szempontjából mindig csak az utolsó három dobás eredményét veszik figyelembe. (Egy lehetséges játék lenne pl. a következő: A nyer, ha az utolsó 3 dobás az FFF célsorozat, B nyer, ha III, C nyer, ha IFI.) A szabály ebben a játékban a következő:

Először az A játékos választ egy három-hosszú sorozatot, ez lesz az ő célsorozata; ezután B választ egy célsorozatot úgy, hogy A-val szemben ez a lehető legjobb legyen számára; majd C választja azt, amelyik számára B-vel szemben a lehető legelőnyösebb. A játékosok által befizetett tét játékonként és fejenként 12 egység. Ez a játék A számára nagyon előnytelennek tűnik, ezért ha B vagy C nyer a játékban, akkor fájdalomdíjként a 36 egység nyereményből 3 egységet átad A-nak.
Kinek legelőnyösebb így ez a játék? Hogyan kezdjen A?
Útmutatás: A Markov-láncok témakörénél (link) ez volt a 6.13. feladat. Itt megadtuk a kétszemélyes, háromdobásos érmedobálási játékok esélyeit tartalmazó táblázatot, ezt most is közöljük:

	
	FFF
	FFI
	FIF
	FII
	IFF
	IFI
	IIF
	III

	FFF
	–
	1:1
	2:3
	2:3
	1:7
	5:7
	3:7
	1:1

	FFI
	1:1
	–
	2:1
	2:1
	1:3
	5:3
	1:1
	7:3

	FIF
	3:2
	1:2
	–
	1:1
	1:1
	1:1
	3:5
	7:5

	FII
	3:2
	1:2
	1:1
	–
	1:1
	1:1
	3:1
	7:1

	IFF
	7:1
	3:1
	1:1
	1:1
	–
	1:1
	1:2
	3:2

	IFI
	7:5
	3:5
	1:1
	1:1
	1:1
	–
	1:2
	3:2

	IIF
	7:3
	1:1
	5:3
	1:3
	2:1
	2:1
	–
	1:1

	III
	1:1
	3:7
	5:7
	1:7
	2:3
	2:3
	1:1
	–


Itt pl. az IFF sor FFF oszlopában lévő 7:1 arány azt jelenti, hogy az érmét folyamatosan dobálva annak valószínűsége, hogy előbb jön ki FFF, mint IFF, 
[image: image104.wmf]8

1

, míg annak a valószínűsége, hogy hamarabb kapunk IFF-et, 
[image: image105.wmf]8

7

. (Lsd. 2.7. feladat.)

6.6. feladat (egy érmedobálás-paradoxon): Egy érmét folyamatosan feldobálva az FFI, IFF, IIF, FII sorozatok egyaránt átlagosan 8 dobás után jönnek ki. Hasonlítsuk össze ezt a négy esetet abból a szempontból, hogy melyiknek van nagyobb esélye arra, hogy korábban előforduljon. Haladjunk a kisebb valószínűségű esemény felé, legyen a sorrend FFI – IFF, IFF – IIF, IIF – FII (lásd előző táblázat). Tapasztalunk valami érdekeset?

7. Néhány statisztikai paradoxon

Ebben a fejezetben néhány egyszerű statisztikai érdekességet és paradoxont mutatunk be.

7.1. feladat: Egy erdőgazdaság elhatározza, hogy az erdőből fenyőfákat vágnak ki. A környezetvédelmi tiltakozások hatására a gazdaság vezetője igyekszik megnyugtatni az érdekelteket: az erdő 99%-a fenyőfákból áll, a favágás után pedig az erdő 98%-a még mindig fenyő lesz. Az erdő hány százalékát akarják kivágni?

Eredmény: 50 %.

7.2. feladat: Egy politikai rendezvényre 140 ember jött el. Az alábbi táblázat a résztvevők életkorát mutatja be nagyság szerint rendezve:

	15
	15
	16
	16
	16
	17
	17
	17
	17
	18

	18
	18
	18
	18
	19
	19
	19
	19
	19
	19

	20
	20
	20
	20
	20
	20
	21
	21
	21
	21

	21
	22
	22
	22
	22
	23
	23
	23
	24
	24

	25
	25
	25
	26
	26
	26
	27
	27
	28
	30

	32
	33
	35
	37
	38
	38
	39
	39
	39
	39

	40
	40
	40
	40
	41
	41
	41
	41
	41
	42

	42
	42
	42
	42
	42
	42
	42
	42
	42
	43

	43
	43
	43
	43
	44
	44
	44
	44
	44
	44

	45
	45
	45
	45
	45
	46
	46
	46
	46
	46

	46
	47
	47
	47
	48
	48
	48
	48
	49
	49

	49
	49
	50
	50
	50
	52
	52
	52
	52
	53

	53
	54
	54
	54
	56
	56
	57
	58
	58
	59

	60
	60
	61
	64
	65
	67
	67
	68
	68
	69


Próbáljuk megmutatni - alkalmas grafikonválasztással, a tényeket szigorúan megőrizve - hogy:

a) "A fiatalok nem érdeklődnek a politika iránt."

b) "Mindenekelőtt a fiatalokat érdekli a politika."

c) "A középkorúakat érdekli legkevésbé a politika."

Megoldások:

a) Négy korcsoportra osztjuk a résztvevőket:

I: 15 - 19 év közöttiek: számuk 20 fő;

II: 20 - 29 év közöttiek: számuk 29 fő;

III: 30 - 44 év közöttiek: számuk 41 fő;

IV: 45 - 69 év közöttiek: számuk 50 fő.

Ábrázoljuk pl. oszlopdiagrammal az egyes korcsoporthoz tartozó résztvevők számát! A kapott grafikon jellege:


[image: image106.emf] 


b) Vegyük figyelembe az egyes korcsoportok időbeli szélességét, legyen pl. ezzel arányos az oszlopdiagramok szélessége! Ekkor az (életkor intervallum)/(szavazók száma) értéket ábrázolhatjuk korcsoportonként.


[image: image107.emf] 


c) Legyen a három korcsoport pl. az alábbi, ekkor az a) grafikon módosul.

I: 15 - 24 év közöttiek: számuk 40 fő;

II: 25 - 39 év közöttiek: számuk 20 fő;

III: 40 - 69 év közöttiek: számuk 80 fő.


[image: image108.emf] 


Megjegyzés: Vizsgáljuk meg az alábbi táblázatot, mely a résztvevők számát mutatja  a település kormegoszlása tükrében.

	korcsoport:
	15 - 19 év
	20 - 29 év
	30 - 44 év
	45 - 69 év

	lakosok száma:
	359
	527
	718
	878

	ebből ott volt:
	20
	30
	40
	50

	százalékban:
	5,6%
	5,7%
	5,6%
	5,7%


Ebből a táblázatból úgy tűnik, hogy minden korosztály egyformán érdeklődik a politika iránt.

7.3. feladat: Férfiakon és nőkön kipróbáltak egy új gyógyszert. Kérdés, hogy a kezelés hatásos vagy nem. Találunk-e valami furcsaságot a dokumentált táblázatban?

	
	FÉRFIAK
	NŐK
	ÖSSZESEN

	
	
	
	

	
	kezelt
	nem kezelt
	kezelt
	nem kezelt
	kezelt
	nem kezelt

	
	
	
	
	
	
	

	gyógyult
	700
	80
	150
	400
	850
	480

	nem gyógyult
	800
	130
	70
	280
	870
	410

	összesen
	1500
	210
	220
	680
	1720
	890


Megoldás: A kezelés a férfiak körében sikeres volt: a kezelt férfiak 46,7%-a gyógyult meg, míg a nem kezeltek között ez az arány 38,1%.

A kezelés a nők körében is sikeres volt: a két arányszám 68,2% és 58,8%.

Ami viszont megdöbbentő: ha az adatokat összesítjük, kiderül, hogy a kezelt emberek 49,4%, míg a nem kezeltek 53,9%-a gyógyult meg. 

Vagyis: ez a gyógyszer hatásos a férfiak és a nők számára is, de káros az emberek számára.

Megjegyzések:

1. Ha az Olvasó lenne a gyártó gyógyszergyár igazgatója, hogyan döntene: piacra dobja az új gyógyszert vagy nem?

2. A példánk azt mutatja, hogy óvatosan kell bánni az „adatok egységesítésével”. (Elvileg csak az azonos szórású sokaságokat lehetne összevonni, de a gyakorlatban ilyenek nem nagyon vannak.) De vegyük észre, hogy az eljárás fordítva is problematikus! Ha egy politikusnak jó statisztikusa van, bizony előfordulhat, hogy egy negatív eredményű adathalmazt szét tud bontani pozitív eredményű részekre, főnöke nagy-nagy megelégedésére.

8. Választási rendszerek paradoxonai

Ezekben a feladatokban a választási rendszerek egyes típusait vizsgáljuk meg. A kérdés mindig az, hogy mennyire „igazságos” egy-egy rendszer. Ha valamilyen furcsaságra bukkanunk, értelemszerűen kihangsúlyozzuk.

Az egyszerűség kedvéért az alapfeladatokban megelégszünk 10 választóval; ekkor könnyen megkonstruálhatók az egyes esetek. 

Az első fajta választási rendszerben (8.1. - 8.6. feladatok)

egy klub elnökválasztó gyűlésén a 10 tag három jelöltre (A, B, C) szavaz. A választási rendszer szerint mindenki felírja a neki szimpatikus sorrendben a három nevet. A sorrendben első jelölt kap 3 pontot, a második 2 pontot, a harmadik 1 pontot. Ezután a 10 szavazó által kapott pontokat összesítik, a legtöbb pontot szerzett jelölt lesz az elnök.

8.1. feladat: Lehetséges-e, hogy a választók közül senki sem szavaz első helyen A-ra, mégis A lesz a nyertes?

Eredmény: Nem lehet.

8.2. feladat: Vizsgáljuk meg ugyanezt a kérdést, ha kivételesen megengedjük, hogy A, B, C is szavazzon (esetleg saját magát téve az első helyre)!

Megoldás: Lehetséges ilyen eredmény. Legyen 5 - 5 darab (B, A, C) és (C, A, B) szavazat, s minden jelölt szavazzon saját magára, pl.: A: (A, B, C), B: (B, A, C), C: (C, A, B). Ekkor A-nak 27, B-nek 26, C-nek 25 pontja van.  

8.3. feladat: Lehetséges-e, hogy a 10 szavazó többsége B-t A elé helyezi, mégis A nyer?

Eredmény: Igen, lehetséges.

8.4. feladat: Lehetséges-e, hogy a szavazók többsége B-t is és C-t is A elé helyezi, mégis A nyer?

Eredmény: Nem lehet (szerencsére).

8.5. feladat: Vizsgáljuk meg ugyanezt a feladatot tetszőleges n-re is!

Eredmény: Nem lehet.

8.6. feladat: Lehetséges-e, hogy bár a szavazók többsége A-t B elé helyezi és B-t C elé helyezi, ennek ellenére a többség C-t A elé helyezi?

Eredmény: Igen, lehetséges, már n = 3 szavazó esetében is. A példával már találkoztunk a valószínűség tranzitivitása témakörnél, s ott is említettük, hogy a jelenségnek statisztikai magyarázata van.

A második fajta választási rendszerben (8.7. - 8.8. feladatok)

egy klub elnökválasztó gyűlésén a 10 tag három jelöltre (A, B, C) szavaz. Mindenki felírja a neki szimpatikus sorrendben a három nevet egy papírra. A választási rendszer szerint az a jelölt nyeri meg a választást, aki többször szerepel az első helyen; holtverseny esetén a további helyezések döntenek.

8.7. feladat: Lehetséges-e ebben a választási rendszerben, hogy bár a szavazók többsége B-t és C-t A elé helyezi, ennek ellenére A nyer?

Megoldás: Igen, lehetséges. 

8.8. feladat: Az előző feladatban kapott „igazságtalanság” legkevesebb hány választó esetén állhat elő?

Megoldás: n = 7 szavazóra pl. a következő konstrukcióval: (A, B, C) szavazatokból 3 darab, (B, C, A) szavazatokból 2, és (C, B, A) szavazatokból szintén 2 darab.

Mi a választási paradoxonok magyarázata?

A [7] könyvben a szerző a következő indokokat sorolja fel:

- Nem megfelelő a szavazási módszer.

- Nem valóságszerű a szavazatok megoszlása.

- A választók döntései nem azonos jelentőségűek (pl. ha az A jelöltet helyezzük az első helyre, akkor kicsi a jelentősége annak, hogy ki a második; a „megelőző” helyzet az első helyen a fontosabb).

Itt említi meg a szerző a Condorcet-paradoxont is (1785): Abszolút igazságos választási rendszer nem létezik.
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