Grafikus zsebszámológépek programozása
(Casio CFX-9850, TI-83)
Mi a program?

Többé-kevésbé minden olvasó találkozott már a "program" fogalmával.

A program utasítások egy sorozata, melyeket indítás után a gép előírt sorrendben, a külső felhasználó közreműködése nélkül hajt végre; ugyanúgy, mintha a billentyűzetről gépeltük volna be a parancsokat. (Ez a program futtatása.)

A programsorokat begépelve nem látunk eredményt: a gép az utasításokat tárolja, s csak a futtatásra következik be a végrehajtás.

A Casio CFX-9850 és a TI-83, valamint a későbbi Casio-, ill. Texas-verziók  programozható zsebszámológépek, a grafikus kalkulátor előnyös tulajdonságain túl programok készítésére és futtatására is alkalmasak. Ebben a cikkben néhány rövid programot írunk meg.

Feltételezzük, hogy az Olvasó már készített egy-két egyszerű programot, s így a programkészítés alapjaival tisztában van. Ha valaki teljesen kezdő, akkor sem kell kétségbe esnie: elég pl. a kalkulátorok gépkönyvének programozás-fejezeteit fellapoznia. Itt a szerzők érthetően és tömören összefoglalták a bevezető ismereteket.

Az egyes gépekkel kapcsolatban további sok érdekes információ olvasható a (link) www.casio.com és a www.ti.com/calc címeken.

Reméljük, hogy a cikk olvasása után minél több Olvasó kedvet kap további programok készítésére.

Mikor nem érdemes programot készíteni?

Ne készítsünk olyan programot, amelyet maga a kalkulátor is el tud végezni a hagyományos üzemmódjában. (Ráadásul nálunk sokkal ügyesebben teszi ezt.) Ilyen téma pl. a függvényábrázolás vagy egyenletmegoldás.

Mikor érdemes programot készíteni?

A feladatok fajtái szerint vizsgálva általában olyan képletek, formulák, eljárások esetében készítünk programot, amelyeket gyakrabban használunk, vagy ha ritkábban alkalmazzuk is őket, esetleg bonyolult, időigényes a begépelésük. 

A feladatok végrehajtása szempontjából akkor érdemes programot használnunk, ha a megoldás sok "robotmunkával" jár (nagy az idő- vagy számolásigénye), vagyis ha nagyszámú automatizálható műveletet hajtunk végre.

Végül módszertani szempontból példákat mutathatunk az alábbi módszerekre és eljárásokra: 
- próbálgatás, sejtés;

- ellenpélda, konstrukciós vagy lehetetlenségi bizonyítás;

- összes eset rendszeres vizsgálata;

- nem-matematikai módszerek alkalmazása stb.

A fentieket figyelembe véve ebben a cikkben elsősorban konkrét (matematikai) célfeladatokat oldunk meg; olyan célfeladatokat, amelyek megoldása folyamán praktikusan és eredményesen tudjuk alkalmazni a zsebszámológépet.

Az alábbiakban felsoroljuk a cikkben tárgyalt feladatokat. (A Casio, ill. Texas szavak azt jelzik, hogy a feladat konkrét, futtatható kódolását is elkészítettük ezekre a gépekre; a dőlt betűs megjegyzések pedig módszertani jellegűek.)

A tárgyalt feladatok

1. (Casio, Texas) Másodfokú megoldóképlet (műveleti sorrend problémája)

2. (Casio) Határozzuk meg azokat a természetes számokat, amelyek 13-mal nagyobbak a számjegyeik szorzatánál. (célfeladat)

3. (Texas) Háromszög alapadatai a három oldalból (függvénytábla-pótlás; összetett feltétel, ill. max függvény; más kalkulátor- funkciók (sorozatok) elérése)
4. (Texas) Határozzuk meg azokat a négyzetszámokat, amelyek 184-re végződnek!

5. (Texas) Vannak-e olyan pozitív egész számok, amelyek 1999-re végződnek és 17-tel oszthatók? (sejtés szerepe)

6. (Casio, Texas) Számoljuk ki annak a valószínűségét, hogy n ember születésnapja az év n különböző napjára esik (366 nappal számoljunk). (csak számol a program; számábrázolási problémák)
7. Vizsgáljuk meg 300 kockadobás értékeit s pl. a dobott számok átlagát.

8. Vizsgáljunk meg 100 érmedobást. (Pl. keressük meg a leghosszabb „fej” sorozatot.)

(műveletek sorozat elemeivel)

9. (Casio, Texas) Döntsük el egy számról, hogy prím-e.

10. Észrevehetjük, hogy a P(n) = n2 + n + 41 polinom az n = 0, 1, 2, 3, ... helyeken rendre a 41, 43, 47, 53, ... stb. értékeket veszi fel, amelyek prímszámok. A felvethető kérdések:

a) Lehetséges-e, hogy minden n értékre P(n) prímszám? (Nyilván nem.)

b) Adjunk meg (minél) több n értéket, melyre P(n) nem prím!

c) Adjuk meg a legkisebb n természetes számot, amelyre P(n) nem prím!

(külső program hívása, paraméterátadás; matematikai kezelhetetlenség)
11. Határozzuk meg azt a legkisebb természetes számot, amely után 8 szomszédos összetett szám következik. (matematikai kezelhetetlenség)
Számológéppel támogatott problémamegoldás

12. (Casio) Vannak-e olyan pozitív egész számok, amelyek 2001-re végződnek és 17-tel oszthatók? (sejtés szerepe)

13. Vannak-e olyan 
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 alakú számok, amelyek 17-tel oszthatók?

14. Keressük meg azokat a "szomszédos" kettőhatványokat, amelyek különbsége osztható 17-tel. (matematikai hatékonyság)

15. 10 golyót néhány kupacra osztunk szét. Ezután minden kupacból kiveszünk egy golyót, s ezekből egy új kupacot készítünk. Ezt az eljárást folytatva mit tapasztalunk?

16. Mutassuk meg, hogy a számológép:

a) Teljesen alkalmatlan a 'kis Fermat-tétel' vizsgálatára (p osztja az s = ap–1 – 1 kifejezést, ha p prím és (a, p) = 1). A programban a = 2 választással p a páratlan számokon fusson.
b) Alkalmassá tehető a tétel vizsgálatára. (a matematikai műveltség szerepe)

17. (Casio, Texas) Határozzuk meg az f0 = 1, f1 = (1 – (5)/2 kezdőtagokkal adott fn+2 = fn+1 + fn sorozat tagjait. Mi lehet a sorozat határértéke? (hamis sejtés a határértékre).

Számábrázolási problémák - (kellemetlen) meglepetések
1. Tényleges határérték a 17. feladatban
2. Ugyanez a feladat gépi vizsgálattal

3. P = 11111111111 prímtesztje

4. A születésnap-paradoxon program leállása

A cikk felépítése

A cikk négy részből áll.

Ezen bevezető első rész után a második, ill. harmadik egység tartalmazza a Texas, ill. Casio gépekre írt programok listáját.

Egyes feladatok kódolását mindkét gépre elvégeztük. Ennek az az oka, hogy a negyedik részben néhány általános észrevételt teszünk, s itt hivatkozunk ezekre a programokra.

Ugyancsak itt, a negyedik egységben található a gépi számábrázolás problematikájáról egy rövid ismertető, továbbá az első rész kitűzött és a cikkben nem tárgyalt feladatai közül néhányhoz útmutatást adunk.
Minden kedves Olvasónak jó munkát kívánok!

Az utolsó frissítés időpontja 2003.09.12. Bármilyen észrevételt érdeklődéssel várok a gyuszi@fazekas.hu címen.

A TI-83 grafikus zsebszámológép programozása

(Egy kis emlékeztető:


- a programmódba a  PRGM  billentyű leütésével kerülhetünk;
- az utasításokat a PRGM  billentyű leütése után a CTRL, I/O  és  EXEC  menüből választhatjuk;
- használható a  CATALOG  billentyű is az utasítások beszúrására;
- a matematikai függvényeket általában a  MATH  billentyűvel érhetjük el;
- a TEST billentyű alatt találjuk a relációs jeleket és logikai függvényeket;
- a  STO(  billentyűvel adhatunk értéket az egyes változóknak.)

1. feladat:

Határozzuk meg az ax2 + bx + c = 0 másodfokú egyenlet gyökeit!

A programot érdemes megírni, hiszen elég gyakran használjuk a megoldóképletet, s nem mindig "szépek" az együtthatók és a gyökök.

A program algoritmusa:

Bekérjük a, b, c-t (a ( 0);

Kiszámoljuk a diszkriminánst;

D előjelétől függően kiírjuk a gyökök számát és a gyököket.

Megoldás:

Legyen a program neve MF.

Egy lehetséges kódolás:

PROGRAM:MF

: Prompt A,B,C

: B2 – 4AC ( D

: If D < 0

: Then

: Disp "NINCS VALOS GYOK"

: Stop

: End

: If D = 0

: Then

: Disp "EGY GYOK VAN"

: Disp -B/2/A

: Else

: Disp "KET GYOK VAN"

: Disp (-B+(D)/2/A

: Disp (-B-(D)/2/A

: End

Megjegyzések:

1. Célszerű volt a  D  segédváltozót bevezetnünk, hiszen többször hivatkoztunk rá.

2. A  STOP  utasítás megállítja a program futását, így a  D = 0  feltételt csak akkor vizsgáljuk, ha a program nem állt meg, vagyis ha  D < 0  nem teljesült.

3. A legegyszerűbb megoldás - ti. 

: B2 – 4AC ( D

: Prompt A,B,C

: Disp (-B+(D)/2/A

: Disp (-B-(D)/2/A


- szintén tökéletes. Ekkor azonban a felhasználónak tudnia kell, hogy ha a gép hibát jelez, akkor nincsenek valós gyökök; illetve a kiírásnál észre kell vennie, ha a két gyök megegyezik.

4. Természetesen az algoritmus könnyen átírható, ha az esetleges komplex gyököket is ki szeretnénk íratni. (Sőt ha a gépünk komplex módban van, akkor ez automatikusan teljesül.) 

2. feladat:

Ismerjük egy háromszög három oldalát. Döntsük el, hogy hegyesszögű, derékszögű vagy tompaszögű!

A három oldalból határozzuk meg a háromszög lehetőleg minél több adatát!

Megoldás:

Legegyszerűbb a Pitagorasz-tétel, illetve a koszinusz-tétel módosítását alkalmazni.

Az egyik lehetőség az összetett feltétel vizsgálata: ha az  a2 + b2 > c2, b2 + c2 > a2, a2 + c2 > b2  feltételek teljesülnek, a háromszög hegyesszögű; ha az egyik egyenlőtlenség helyett egyenlőség van, a háromszög derékszögű; ha pedig az egyik relációs jel fordított, a háromszög tompaszögű.

Elég bonyolult a teljes vizsgálat programozása.
Egyszerűbben járhatunk el, ha tudjuk, hogy a legnagyobb oldal pl. c. Ilyenkor elég a legnagyobb oldalra felírni az összefüggést: a hegyesszögű, derékszögű és tompaszögű háromszögekre rendre a2 + b2 > c2, a2 + b2 = c2, a2 + b2 < c2  teljesül. 

Ekkor viszont az a, b, c oldalak közül meg kell határoznunk a legnagyobbat. Ezt ugyan megtehetjük részprogrammal is, de sokkal egyszerûbb a max függvény használata. (Mivel az argumentumba csak két számot írhatunk, a max függvényt kétszer használjuk.)

További ügyeskedés: a legnagyobb oldalt hozzáadva az  a2 + b2 > c2  stb. egyenlõtlenségekhez, az így kapott a2 + b2 + c2 > 2c2 stb. egyenlõtlenségekben a bal oldal már konstans. A jobb oldalon elég a maximális oldal értékét ismernünk; nem kell konkrétan tudnunk, hogy melyik ez a változó. 

Ha pedig ismerjük a legnagyobb oldal értékét, felírhatjuk a háromszög-egyenlõtlenséget az  a + b + c  > 2max alakban. (Ennek segítségével zárhatjuk ki azokat az a, b, c számhármasokat, amelyek nem határoznak meg háromszögeket.)

Legyen a program neve HSZ.

Egy lehetséges kódolás:

PROGRAM:HSZ

: Prompt A,B,C

: max(max(A,B),C) ( M

: If A + B + C ( 2M

: Then

: Disp "NINCS HAROMSZOG"

: Stop

: End

: A2 + B2 + C2 ( S

: If S > 2M2
: Then

: Disp "HEGYESSZOGU"

: Else

: If S = 2M2
: Then

: Disp "DEREKSZOGU"

: Else

: Disp "TOMPASZOGU"

: End

: End

Megjegyzések: 

1. Mivel az If után csak egy utasítás van, a program második fele rövidebben is kódolható:

: If S > 2M2
: Disp "HEGYESSZOGU"

: If S = 2M2
: Disp "DEREKSZOGU"

: If S < 2M2
: Disp "TOMPASZOGU"

2. A többi adat meghatározása pl. az alábbiak szerint történhet:

- terület a Heron-képlet segítségével;

- szögek a koszinusz-tétellel;

- nevezetes körök sugarai a területképletekkel;

- végül a nevezetes szakaszok hossza a rájuk vonatkozó képletek segítségével.

3. feladat:

Határozzuk meg azokat a négyzetszámokat, amelyek 184-re végződnek!

Megoldás:

Nyilván elég a legfeljebb háromjegyű természetes számok négyzetét vizsgálni, mert a magasabb helyiértékek nem befolyásolják az utolsó három számjegyet. Ugyanakkor ha egy megfelelő háromjegyű számot találunk, az a magasabb helyiértékeken tetszőlegesen folytatható, s ezért végtelen sok megoldást kapunk.

Legyen az utolsó három számjegy a, b, c. Mivel  (100a + 10b + c)2 = 104a2 + 102b2 + c2 + 2(103ab + 2(102ac + 2(10bc, innen két tag nem befolyásolja az utolsó három számjegyet, s ezért a  102b2 + c2 + 2(102ac + 2(10bc = x(103 + 184  diofantikus egyenletet kell megoldanunk. Ez még akkor is szerteágazó és bonyolult, ha figyelembe vesszük, hogy c = 2 vagy c = 8 lehet csak az utolsó számjegy. 

Egyszerűbb egy programot írni, amely végigfut a legfeljebb háromjegyű számok négyzetén, s megvizsgálja az utolsó három jegyet. (Tetszőleges  s  természetes szám utolsó három számjegye 

, ahol [] egészrészt jelöl.) A programban  M  a szám 1000-rel  vett maradékát jelenti.

Legyen a program neve N184.

Egy lehetséges kódolás:

PROGRAM:N184

: For(I, 1, 999)

: int(I2/1000) ( H

: I2 - 1000H ( M

: If M = 184

: Disp I

: End

A futtatás eredménye:

72, 428, 572, 928.

Megjegyzések: 

A program gyorsítható, ha kihasználjuk, hogy az utolsó számjegy csak 2 vagy 8 lehet, s két ciklust alkalmazunk. 

4. feladat:

Határozzuk meg annak a valószínűségét, hogy 35 ember születésnapja az év 35 különböző napjára esik (366 nappal számoljunk).

Megoldás:

Az első ember az év valamelyik napját „elfoglalja”. Annak valószínűsége, hogy a második ember ettől különböző napon születik, 
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. Együtt már két lehetséges napot „foglalnak el”, ezért annak valószínűsége, hogy a harmadik ember az első kettőtől szintén eltérő napon születik, 
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. Hasonlóan folytathatjuk: N ember esetén a keresett valószínűség 
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A feladatban N = 35 értékkel egy igen hosszú szorzatot kellene kiszámolnunk. A manuális billentyűzés helyett célszerűnek látszik a programírás.

Legyen a program neve SZULNAP.

Egy lehetséges kódolás:

PROGRAM:SZULNAP

: 2 ( N: 365/366 ( P
: While P > 0

: Disp ”N = ”, N

: Disp ”P = ”, P

: Pause

: N + 1 ( N
: (367 – N)/366*P ( P

: End

(Az elöltesztelős ciklus P > 0 feltétellel fut; cikluson belül rendre kiírjuk az aktuális N és P értékeket, majd N növelésével kiszámoljuk P értékét.)

Néhány futási eredmény:
- N = 10-re: 
P 
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 88,3%;
- N = 23:
P 
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 49,4%;
- N = 30: 
P 
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 29,4%;
- N = 35: 
P 
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 18,7%.

Érdekes eredményt kaptunk: ha pl. 23 ember van egy társaságban, akkor valószínűbb, hogy van közöttük két azonos napon született, mint az, hogy nincs ilyen pár. (Ezt nevezik születésnap-paradoxonnak.) Egy N = 35 fős osztályban pedig több mint 80% eséllyel mutathat be a tanár egy „bűvészmutatványt”. 

A program P = 0 esetén állna meg. Mivel a kiíratásokkal együtt elég sokáig tartana a program futása, az On billentyűvel bármikor megszakíthatjuk a futását.

5. feladat:

Vannak-e olyan pozitív egész számok, amelyek 1999-re végződnek és 67-tel oszthatók?

Megoldás:

Az egyik lehetséges út a  104x + 1999 = 67y  diofantikus egyenlet megoldása.

Egy másik szép megoldást a számológépes program futási eredménye alapján találhatunk. (Egyúttal példát látunk arra is, hogy a számítógép egy sejtéshez segít minket.)

A programban sorra vesszük a természetes számokat, mögéjük 1999-et "írunk", s megnézzük, hogy az így kapott szám osztható-e 67-tel.

Legyen a program neve O67.

Egy lehetséges kódolás:

PROGRAM:O67

: For(I, 0, 999)

: I*10000 + 1999 ( S

: If int(S/67) = S/67

: Then

: Disp S

: Pause

: End

: End

A futás eredménye:

441999, 1111999, 1781999, 2451999, 3121999 stb.

Észrevehetjük, hogy az 1999 "előtti" számok: 44, 111, 178, 245 stb. éppen 67-esével növekednek. Ez az észrevétel a skatulyaelv alkalmazására, egy egzisztencia-bizonyításra ad alkalmat.

Tekintsük az  11999, 21999, 31999, ... , 671999  számokat, s tegyük fel, hogy közöttük nincs 67-tel  osztható (egyébként készen lennénk). Ekkor a  67-tel  vett lehetséges  1, 2, ... , 66  maradékok közül a skatulya-elv miatt legalább egy maradék ismétlődik, vagyis két szám ugyanazt a maradékot adja  67-tel  osztva. Legyen ez a két szám  x1986  és  y1986  alakú (x < y).

A két szám maradéka azonos, tehát különbségük osztható  67-tel. A különbségük  (y-x)0000  alakú. Mivel  (67, 10000) = 1, csak  67(y – x  lehetséges. Ellentmondásra jutottunk, hiszen  x  és  y  az  1, 2, ... , 67  számok valamelyike.

Vagyis biztosan található a  11999, 21999, 31999, ... , 671999  számok között  67-tel  osztható.

Megjegyzés:

A feladat általános iskolás korú diákok számára is kitűzhető. Mielőtt "túlműveltté" válnak diákjaink, az ehhez hasonló feladatokat egyszerű konstrukciós visszaszorzással oldják meg. Készítsük el az alábbi táblázatot:
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Közvetlenül adódik  i = 9, s innen  f = 7. Ekkor az  f(67  szorzás elvégezhető: f(67 = 7(67 = 469, g = 4, h = 6.

Mivel  h = 6, ezért  l = 3, e = 9. 9(67  = 603, j = 6, k = 0.

Az eljárást tovább folytatva végezetül az alábbi táblázatot kaptuk:
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Minden  6597-re  végződő szám megoldást ad, a legkisebb szorzat  441999, mint már korábban láttuk.

6. feladat:

Írjunk programot, mely egy beadott egész számról eldönti, hogy prímszám vagy összetett szám!

Megoldás:

Az alapalgoritmus egyszerű. A beadott szám négyzetgyökéig haladva, sorra megvizsgáljuk az egész számokat, hogy találunk-e osztót.

Első közelítésben érdemes csak páratlan számokat vizsgálni, s csak páratlan osztókat keresni. (Azzal a megfontolással, hogy páros számról ránézésre megállapíthatjuk, hogy prím vagy nem.)

Legyen a program neve PRIM1.

Egy lehetséges kódolás:

PROGRAM:PRIM1

: Prompt P

: 3 ( I

: ((P) ( H

: While I ( H and int(P/I) ( P/I

: I + 2 ( I

: End

: If I > H

: Then 

: Disp "PRIM"

: Else 

: Disp "NEM PRIM, OSZTJA "

: Disp I

: End

Ez az egyszerű algoritmus megvizsgálja a beolvasott páratlan számot, s ha a vizsgált szám négyzetgyökéig talál egy osztót, akkor azt kiírja; ha nem talál, akkor a szám prím. 

Az algoritmus csak azokra a számokra működik jól, amelyeket "érdemes" megvizsgálnunk. Nem ad jó eredményt a páros számokra, a P =  1 értékre és a negatív számokra sem. Ha minden egész számra helyesen működő programot akarunk írni, akkor le kell kezelnünk ezeket a speciális eseteket. Pl. a negatív számok kizárása:

: If P < 0

: -P ( P

A P = (2 eset:

: If P = 2 or P = -2

: Then

: Disp "PRIM"

: Stop

: End

A páros számok kezelése:

: If int(P/2) = P/2 

: Then

: Disp "NEM PRIM,"

: Disp "OSZTJA 2"

: Stop

: End

Végül a P = 1 eset:

: If P = 1 

: Then

: Disp "NEM PRIM"

: Stop

: End

Ha a fenti sorrendben beírjuk az utasításokat az eredeti program 

: Prompt P

sora után, akkor minden egész számra helyesen működő prímtesztet kapunk.

Megjegyzés:

Az első három sor helyett alkalmazhatjuk a rövidebb

: abs(P) ( P

: If P = 2

kódolást is.

7. feladat:

Határozzuk meg az f0 = 1, f1 = (1 –(5)/2 kezdőtagokkal adott fn+2 = fn+1 + fn sorozat tagjait. Mi lehet a sorozat határértéke?

Megoldás:

Legyen a program neve FIBSOR.

A kódolás:

PROGRAM: FIBSOR

: 1 ( A: (1 – (5)/2 ( B: 2 ( I

: While I < 1000

: A + B ( C

: Disp I

: Disp C

: Pause

: B ( A: C ( B: I + 1 ( I

: End

A programban I-vel indexeljük a sorozat elemeit, az A és B változóban tároljuk a két utolsó tag értékét, s ezek összegéből számítjuk az aktuális C tagot.

(A programban az első 1000 tagot írathatjuk ki, de természetesen hamarabb is meg lehet szakítani a program futását.)

A futási eredményeket vizsgálva észrevehetjük, hogy egy váltakozó előjelű sorozatot kapunk, amelyben a tagok abszolútértéke gyorsan csökken (pl. a 30. tag 5,33·10-7); s ez alapján az sejthető, hogy a sorozat 0-hoz tart.

A matematikai vizsgálathoz a homogén lineáris másodrendű rekurziót kell megoldanunk. Ezt most nem részletezzük, az eredmény fn = 
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(Egyébként ha már megsejtettük az explicit alakot, teljes indukciót is alkalmazhatunk. Segítségével könnyen bizonyítható az állítás, csak azt kell belátni, hogy 
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Olyan mértani sorozatot kaptunk, amely kvóciensének 1-nél kisebb az abszolútértéke; vagyis a sorozat valóban 0-hoz tart.

A Casio CFX-9850 grafikus zsebszámológép programozása

A továbbiakban a rövid programozástechnikai emlékeztető után néhány egyszerű programot s ezekhez kapcsolódó módszertani problémát vizsgálunk meg. Ezek a programok elsősorban konkrét célfeladatok lesznek; remélhetőleg ezekben az esetekben célszerűen és eredményesen tudjuk alkalmazni a zsebszámológépet.

Rövid emlékeztető

(Ez a tömör összefoglaló nem pótolhatja a gépkönyv tanulmányozását!):

A programmód elérése a főmenüből a PRGM menüponttal lehetséges. Ezután a programfájlokkal a felkínált műveleteket végezhetjük. A fontosabbak a következők: 

EXE: futtatás; 

EDIT: szerkesztés;

NEW: új program létrehozása.

Az új program létrehozásakor meg kell adni annak nevét, ezután nekiláthatunk a szerkesztéshez. A felkínált menüpontok közül a fontosabbak:

TOP, BTM: a szerkesztett program elejére, ill. végére ugorhatunk;

SYBL: ezen szimbólumok között található pl. a szövegkezelő ” (idézőjel).

A karakterek és sorok szerkesztése a hagyományos módon történik:

MENU billentyű: főmenübe ugorhatunk;

EXIT: egy szinttel visszaléphetünk;

QUIT: kilépés a programszerkesztőből;

ON: alapállapotba hozás (speciálisan programok megszakítása);

INS, ALPHA: üzemmódok.

Az utasításokat a megfelelő menükből olvashatjuk be (nem lehet őket pl. karakterenként begépelni; de ezt az is mutatja, hogy az utasítások kisbetűket is tartalmaznak). 

A programszerkezet szigorúan kötött. Az utasításokat egymás után, sorrendben gépelhetjük be, s három szimbólum választhatja el őket: :, 
[image: image11.wmf]¿

 vagy a kiíró utasítás háromszöge: Δ.

Programok szerkesztésekor a PRGM billentyű kínálja fel a fontosabb algoritmikus struktúrákat:

COM: elágazás, ciklusok;

CTL: megszakító utasítások;

JUMP: ugró utasítások;

?, Δ: beviteli és kiíró művelet;

: : utasítások elválasztása soron belül;

REL: relációs jelek.
A számítástechnikai változóknak értéket a ( billentyűvel adhatunk; változónév bármely betű lehet.

Feladatok

1. feladat:

Határozzuk meg az Ax2 + Bx + C = 0 másodfokú egyenlet gyökeit!

Megoldás:

A programot érdemes megírni, hiszen elég gyakran használjuk a megoldóképletet, s nem mindig "szépek" az együtthatók és a gyökök.

A program algoritmusa:

bekérjük A, B, C-t (A ( 0);

kiszámoljuk a diszkriminánst;

D előjelétől függően kiírjuk a gyökök számát és értékét.

Legyen a program neve MF.

Egy lehetséges kódolás:

======MF      ======

? ( A: ? ( B: ? ( C
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B2 – 4AC ( D
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If D < 0
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Then ”NINCS GYOK”
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IfEnd
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If D = 0
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Then "EGY GYOK VAN"
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-B/2/A Δ

IfEnd
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If D > 0
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Then "KET GYOK VAN"
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(-B + (D)/2/A Δ

(-B – (D)/2/A Δ

IfEnd
[image: image22.wmf]¿


Megjegyzések:

1. Célszerű volt a  D  segédváltozót bevezetnünk, hiszen többször hivatkoztunk rá.

2. Figyelni kell a műveletek precedenciájára is: a -B/2*A kódolás nyilván helytelen. (Csak megemlítjük, hogy a -B/2A kódolás helyes, de ezt jobb, ha nem is jegyezzük meg.)

3. Az adatbevitel barátságosabbá tehető, ha  kiírjuk, hogy melyik változó értékét kívánjuk beolvasni. Pl. alkalmazhatjuk az

”A = ”:? ( A
beolvasási technikát.

Az ”A = ”? ( A esetén pedig egy sorba kerül az ’A =’ és a ’?’.


4. A legegyszerűbb megoldás - ti. 

======MF      ======

? ( A: ? ( B: ? ( C
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B2 – 4AC ( D
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 (-B + (D)/2/A Δ

(-B – (D)/2/A Δ

szintén helyes. Ekkor azonban a felhasználónak tudnia kell, hogy ha a gép hibát jelez, akkor nincsenek valós gyökök; illetve a kiírásnál észre kell vennie, ha a két gyök megegyezik. (Ugyanígy nem kezeltük le a programban az A = 0 esetet sem.)

5. Az algoritmus könnyen fejleszthető, ha a komplex gyököket is ki szeretnénk íratni. (A gép ui. kiírja.) 

2. feladat:

Határozzuk meg azokat a természetes számokat, amelyek 13-mal nagyobbak a számjegyeik szorzatánál.

Megoldás:

Ennek a tipikus célfeladatnak a kétjegyű természetes számok körében az

ab + 13 = 10a + b
diofantikus egyenlet szolgáltatja a megoldásait. Az egyenlet szorzattá alakítható: 

(a – 1)(10 – b) = 3,
ahonnan könnyű a befejezés: a két tényező csak a 3 társosztói közül kerülhet ki.

A matematikai háttérhez hasonlóan a program algoritmusa sem nehéz: egyszerűen végignézzük a kétjegyű számokat, s kiírjuk azokat, amelyekre a feltétel teljesül.

A kétjegyű számokat egymásba skatulyázott ciklusok segítségével generáljuk.

Legyen a program neve SZORZ+13.

Egy lehetséges kódolás:

======SZORZ+13======

For 1 ( A To 9
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For 0 ( B To 9
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If 10A + B = AB + 13
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Then 10A + B Δ 
IfEnd
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Next
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Next
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A futási eredmény 27 és 49.

(A 49-et a program kétszer írja ki. Ez a gép „lelkivilágának” egy bosszantó tulajdonsága miatt van: a gép az utolsó számított értéket (utasítás hiányában) kiírja a képernyőre. Akit ez zavar, írjon pl. egy záró  ”VEGE” utasítást.)

A kétjegyű számokra most már van megoldásunk. Háromjegyű (és többjegyű) számokra a felírható diofantikus egyenlet megoldása egyre nehezebbé válik. Ezzel szemben programozástechnikailag lényegében nem lesz bonyolultabb a feladat, mindössze több ciklust kell egymásba ágyaznunk.

De itt is felvetődik egy probléma: előre tudnunk kell, hogy hány jegyű számokat szükséges vizsgálnunk. Márpedig ezt a kérdést pusztán egy algoritmussal nem tudjuk eldönteni, vagyis már ennek az egyszerű feladatnak a számológépes megoldása sem nélkülözheti teljesen a matematikai apparátust.

Tekintsük az (n + 1)-jegyű számra felírt 
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). Ha a bal oldalon az első tag kivételével a többit elhagyjuk; a jobb oldalon pedig an kivételével a többi számjegy helyére 9-est írunk, azt kapjuk, hogy 
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Ez az egyenlőtlenség csak n < 2 esetén teljesülhet, vagyis a keresett szám legfeljebb kétjegyű lehet. Ezzel a megjegyzéssel most már teljes a megoldásunk.

3. feladat:

Határozzuk meg annak a valószínűségét, hogy 35 ember születésnapja az év 35 különböző napjára esik (366 nappal számoljunk).

Megoldás:

Az első ember az év valamelyik napját „elfoglalja”. Annak valószínűsége, hogy a második ember ettől különböző napon születik, 
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. Együtt már két lehetséges napot „foglalnak el”, ezért annak valószínűsége, hogy a harmadik ember az első kettőtől szintén eltérő napon születik, 
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. Hasonlóan folytathatjuk: N ember esetén a keresett valószínűség 
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A feladatban N = 35 értékkel egy igen hosszú szorzatot kellene kiszámolnunk. A manuális billentyűzés helyett célszerűnek látszik a programírás.

Legyen a program neve SZULNAP.

Egy lehetséges kódolás:

======SZULNAP ======

2 ( N: 365/366 ( P
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While P > 0
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”N = ”: N Δ

”P = ”: P Δ

N + 1 ( N
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(367 – N)/366*P ( P
[image: image40.wmf]¿


WhileEnd
[image: image41.wmf]¿


(Az elöltesztelős ciklus P > 0 feltétellel fut; cikluson belül rendre kiírjuk az aktuális N és P értékeket, majd N növelésével kiszámoljuk P értékét.)

Néhány futási eredmény:
- N = 10-re: 
P 
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 88,3%;
- N = 23:
P 
[image: image43.wmf]»

 49,4%;
- N = 30: 
P 
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 29,4%;
- N = 35: 
P 
[image: image45.wmf]»

 18,7%.

Érdekes eredményt kaptunk: ha pl. 23 ember van egy társaságban, akkor valószínűbb, hogy van közöttük két azonos napon született, mint az, hogy nincs ilyen pár. (Ezt nevezik születésnap-paradoxonnak.) Egy N = 35 fős osztályban pedig több mint 80% eséllyel mutathat be a tanár egy „bűvészmutatványt”. 

A program P = 0 esetén állna meg. Mivel a kiíratásokkal együtt elég sokáig tartana a program futása, az On billentyűvel bármikor megszakíthatjuk a futását.

4. feladat:

Írjunk programot, amely egy adott számról eldönti, hogy prím-e.

Megoldás:

Lényegesen kevesebb „gépeléssel” jár a megoldás, ha csak az 1-nél nagyobb páratlan számokat vizsgáljuk. Ekkor a felhasználónak persze tudnia kell, hogy milyen számokra nem működik helyesen a program. 

Legyen a program neve PRTESZT.

Egy lehetséges kódolás:

======PRTESZT ======

”P = ”: ? ( P: 3 ( I
[image: image46.wmf]¿


While Int(P/I) 
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 P/I And  I 
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 (P
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I + 2 ( I
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WhileEnd
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If I > (P
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Then ”PRIM”
[image: image53.wmf]¿


Else ”NEM PRIM, OSZTJA ”
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I Δ

IfEnd
[image: image55.wmf]¿


Az algoritmus egyszerű: a beadott P szám I páratlan osztóit keressük (P-ig. A ciklus kétféleképpen állhat le:

- ha túljutottunk (P-n, ekkor P prím;

- ha nem, akkor I egy osztója P-nek.

Számológéppel támogatott problémamegoldás

Véleményem szerint ez a számológépek alkalmazásának egyik legfontosabb területe.

Arról van szó, hogy a matematikai feladatmegoldás folyamatában, ennek mintegy részeként alkalmazzuk a kalkulátort. Pl. egy ilyen tipikus helyzet, amikor adott futási eredményből (sok eset végigpróbálása után) sejtésünk támad a megoldási módszert illetően. Erre példa a következő feladat.

5. feladat:

Van-e olyan pozitív egész szám, amely 2001-re végződik és 17-tel osztható?

Első megoldás:

Az egyik lehetséges út a  104x + 2001 = 17y  diofantikus egyenlet megoldása; ezt most nem részletezzük.

Második megoldás:

A diákok leggyakoribb próbálkozása a maradékok vizsgálatával történik.

2001 
[image: image56.wmf]º

 12 (mod 17), 104 
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 4 (mod 17).

Ezután a 2001, 12001, 22001 stb. számok (mod 17) maradékait vizsgáljuk; ezek rendre 12, 4 + 12, 2·4 + 12, 3·4 + 12, … x·4 + 12 stb. A maradékok tehát 4-esével nőnek, s mivel véges sok maradék van, előbb-utóbb (legkésőbb a 18. lépésben) biztosan lesz ismétlődés.

A kapott maradék-sorozat: 12, 16, 3, 7, 11, 15, 2, 6, 10, 14, 1, 5, 9, 13, 0, 4, 8, 12, s innen már ismétlődik. Egy 17-hosszú ciklust kaptunk. Ami a feladat szempontjából érdekes, az x = 14 értékre 142001 osztható lesz 17-tel.

Harmadik megoldás:

Írjunk egy programot a feladatra!

A programban sorra vesszük a természetes számokat, mögéjük 2001-et "írunk", s megnézzük, hogy az így kapott szám osztható-e 17-tel.

Legyen a program neve OSZT17.

======OSZT17  ======

0 ( I
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While I < 1000
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10000*I + 2001 ( S
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If  Int(S/17) = S/17
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Then I Δ

IfEnd
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I + 1 ( I
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WhileEnd
[image: image64.wmf]¿


A futás eredménye: 14, 31, 48, 65, 82, 99 stb, vagyis ezen számok „mögé” 2001-et írva 17-tel osztható számokat kapunk. (A program futását természetesen most is megszakíthatjuk.)

Negyedik megoldás:

Szép megoldásra lelhetünk a futási eredmény vizsgálata alapján. 

Észrevehetjük, hogy a 2001 "előtti" számok: 14, 31, 48, 65 stb. éppen 17-esével növekednek. Ha pl. 142001 és 312001 osztható 17-tel, akkor a különbségük (170000) is osztható lesz.

Ez az észrevétel a skatulyaelv alkalmazására, egy egzisztencia-bizonyításra ad alkalmat.

Tekintsük a 2001, 12001, 22001, ... , 162001 számokat, s tegyük fel, hogy közöttük nincs 17-tel osztható. Ekkor a 17-tel vett lehetséges 1, 2, ... , 16 maradékok közül a skatulya-elv miatt legalább egy maradék ismétlődik, vagyis két szám ugyanazt a maradékot adja 17-tel osztva. Legyen ez a két szám 
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A két szám maradéka azonos, tehát különbségük osztható 17-tel. A különbségük 
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 alakú. Mivel (17,10000) = 1, csak 17(y – x lehetséges.

Ellentmondásra jutottunk, hiszen x és y a 0, 1, 2, ... , 16 számok valamelyike. Vagyis biztosan található a 2001, 12001, 22001, ... , 162001 számok között 17-tel osztható.

Ötödik megoldás:

A feladat általános iskolás korú diákok számára is kitűzhető. Mielőtt "túlműveltté" válnak diákjaink, az ehhez hasonló feladatokat egyszerű konstrukciós visszaszorzással oldják meg. (Érdekes, hogy az előző, pusztán egzisztencia okoskodás mellett ez tisztán konstrukciós megoldás lesz.) 

Készítsük el az alábbi táblázatot:
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Közvetlenül adódik  i = 1, s innen  f = 3. Ekkor az  f(17  szorzás elvégezhető: f(17 = 3(17 = 51, g = 0, h = 5.

Mivel  h = 5, ezért  l = 5, e = 5. 5(17  = 85, j = 0, k = 8.

Az eljárást tovább folytatva végezetül az alábbi táblázatot kaptuk (vigyázni kell az átvitelekre):
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Tehát minden  8353-ra  végződő szám megoldást ad; a legkisebb szorzat  142001, mint már korábban láttuk.

6. feladat:

Határozzuk meg az f0 = 1, f1 = (1 –(5)/2 kezdőtagokkal adott fn+2 = fn+1 + fn sorozat tagjait. Mi lehet a sorozat határértéke?

Megoldás:

Legyen a program neve FIBSOR.

A kódolás:

======FIBSOR  ======

1 ( A: (1 – (5)/2 ( B: 2 ( I
[image: image68.wmf]¿


While I < 1000
[image: image69.wmf]¿


A + B ( C
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I Δ

C Δ

B ( A: C ( B: I + 1 ( I
[image: image71.wmf]¿


WhileEnd
[image: image72.wmf]¿


A programban I-vel indexeljük a sorozat elemeit, az A és B változóban tároljuk a két utolsó tag értékét, s ezek összegéből számítjuk az aktuális C tagot.

(A programban az első 1000 tagot írathatjuk ki, de természetesen hamarabb is meg lehet szakítani a program futását.)

A futási eredményeket vizsgálva észrevehetjük, hogy egy váltakozó előjelű sorozatot kapunk, amelyben a tagok abszolútértéke gyorsan csökken (pl. a 30. tag 5,42·10-7); s ez alapján az sejthető, hogy a sorozat 0-hoz tart.

A matematikai vizsgálathoz a homogén lineáris másodrendű rekurziót kell megoldanunk. Ezt most nem részletezzük, az eredmény fn = 
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(Egyébként ha már megsejtettük az explicit alakot, teljes indukciót is alkalmazhatunk. Segítségével könnyen bizonyítható az állítás, csak azt kell belátni, hogy 
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Olyan mértani sorozatot kaptunk, amely kvóciensének 1-nél kisebb az abszolútértéke; vagyis a sorozat valóban 0-hoz tart.

Számábrázolási problémák

Az alábbiakban egy olyan problémakörrel foglalkozunk – a gépi számábrázolással - , amely a számológépek kezelésekor komoly gondot okozhat, s amely probléma, sajnos, nem kerülhető el. 

Fontos kihangsúlyozni, hogy e probléma a legnagyobb kapacitású és teljesítményű számítógépek esetében is jelentkezik. 

Néhány (kellemetlen) meglepetés

1. példa:

Ha az utolsó feladat sorozatának későbbi tagjait is kiíratjuk, meglepő dolgot tapasztalunk:

Casio gépen: 
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majd ezután a sorozat tagjai rohamosan növekedni kezdenek. Pl.
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Texas gépen ugyanez:
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Mi lehet ennek az oka?

2. példa:

Ha esetleg arra gondolunk, hogy a programunkban van a hiba, számoljuk ki a kalkulátor sorozat-kezelő menüjével is az értékeket!

(A Casio gépen hívjuk meg a főmenü RECUR menüpontját, a Texas gépen a List menüpontot.)

Itt a kalkulátor segítségével vizsgáljuk meg ugyanezt a rekurziót (ha az (1 – (5)/2-es kezdőértéket kifejezésnek értelmezi a gép, s ezért nem tudjuk bevinni, akkor érdemes pl. egy (1 – (5)/2 ( D értékadás után D értékét beolvasni).

Azt tapasztaljuk, hogy itt is végtelenbe tart a sorozat.

3. példa:

Futtassuk le a prímkereső programunkat pl. P = 11111111111 értékkel (11 darab 1-es). Meglepőt állít a gépünk: ez a szám nem prím, mert osztható 5-tel.

4. példa:

Vegyük ki a születésnap-paradoxon programjából a futást nagyon lassító kiíró utasításokat!

Casio gépen: 

”N = ”: N Δ

”P = ”: P Δ

Texas gépen:

: Disp ”N = ”, N

: Disp ”P = ”, P

Így lefuttatva a program akkor állhatna meg, ha P = 0 lenne, vagyis N = 367. (Ez természetes, hiszen 366 ember esetén még előfordulhatna, hogy mindegyik ember más-más napon született.)

Ha a program futása után kiírjuk N értékét, meglepő módon az N = 323 értéket kapjuk. 

Elég ennyi a meglepetésekből, ideje megmagyarázni a fenti jelenségeket.

A gépi számábrázolás

Minden számítógép véges sok helyiértéken, 2-es számrendszerben tárolja a számokat. Ebből következik a gépi számhalmaz néhány speciális tulajdonsága:
- 2-es számrendszerbeli racionális számok egy speciális részhalmazáról van szó;
- a halmaz nem folytonos, nem sűrű, de korlátos;
- a számok között létezik maximális és minimális (
[image: image97.wmf]¹

0) abszolút értékű (Max,Min);
- az alapműveletek nem zártak, nincs asszociativitás és disztributivitás stb.

Feltétlenül tisztában kell lennünk azzal, hogy a szám fogalma háromféleképpen is megjelenik a programozás folyamán:

1. amire mi gondolunk (pl. (1 –(5)/2);

2. amit a gép tárol (egy közelítő érték);

3. amit a gép kiír (10 jegy pontosság, az utolsó jegy kerekített).

Az 1. példa meglepetése azért történt, mert f1-et pici d hibával tárolta a gép. Az összeadások esetében a hibák továbbterjedtek, így f2-ben megjelent a d, f3-ban 2d, f4-ben 3d stb; d-re egy Fibonacci-sorozatot kaptunk. S ez exponenciálisan nő, ráépül az eredeti sorozatra, ami persze a 0 helyett a végtelenhez tart.

A 3. példa az előzőek alapján már érthető: 11 értékes jegyet nem képes kezelni a gép.

(Megjegyzés: Ennek ismeretében viszont igazi csemege az fPart (törtrész) függvény „viselkedése”. Ugyanis fPart(11111111111/5) = 0,2 (helyesen), s így a prímteszt-programban az int(P/I) ( P/I sor fPart(P/I) = 0-ra cserélve jól működő prímtesztet kapunk. Persze 15 darab 1-esre már ez sem ad helyes eredményt.)

A 4. példa az alulcsordulás jelensége. A legkisebb, pozitív abszolútértékű, a gép által még ábrázolni tudott Min számnál kisebb számot a gép 0-nak tekint.

Konklúzió: Ezek a problémák elvi jellegűek (tehát nem kiküszöbölhetők ki), ezért a gép használata közben fontos ismernünk gépünk korlátait is. 

Útmutatás néhány, a cikkben nem tárgyalt feladatra

7. feladat:

Vizsgáljuk meg 300 kockadobás értékeit s pl. a dobott számok átlagát.

8. feladat:

Vizsgáljunk meg 100 érmedobást. (Pl. keressük meg a leghosszabb „fej” sorozatot.)

Megjegyzés: A sorozatműveletekkel (számítástechnikai nevükön tömbökkel vagy vektorokkal) a legkülönbözőbb problémákat vizsgálhatjuk. Pl. a 8. feladat alapja Rényi Alfréd vagy Varga Tamás egy klasszikus „tanári trükkje”. 

Diákjaikkal házi feladatként nagyszámú érmedobálást végeztettek. A lejegyzett eredményre (fej vagy írás FI sorozata) a tanár csak egy szempillantást vetett, s „kapásból” meg tudta mondani, melyik diák végezte el becsületesen az otthoni dobálgatást, s melyik írt találomra F és I betűket.

10. feladat:

Észrevehetjük, hogy a P(n) = n2 + n + 41 polinom az n = 0, 1, 2, 3, ... helyeken rendre a 41, 43, 47, 53, ... stb. értékeket veszi fel, amelyek prímszámok. A felvethető kérdések:

a) Lehetséges-e, hogy minden n értékre P(n) prímszám? (Nem.)

b) Adjunk meg (minél) több n értéket, melyre P(n) nem prím!

c) Adjuk meg a legkisebb n természetes számot, amelyre P(n) nem prím!

Megjegyzések, útmutatások:

Ebben a feladatban a korábban megírt prímtesztet kell főprogramból meghívható, futtatható eljárásként átalakítani.

Nyilván az n2 + n + 41 = n(n + 1) + 41 átalakítás mutatja, hogy P(40), P(41) nem prímek. Igen ám, de a c) feladat legkisebb összetett P(n) értékének meghatározására a rendszeres próbálgatáson kívül nincs más matematikai módszerünk; úgyhogy marad a kalkulátor.
11. feladat:

Határozzuk meg azt a legkisebb természetes számot, amely után 8 szomszédos összetett szám következik.

Megjegyzések, útmutatások:

A 9! + 1 szám megfelelő: a 2(3(4(5(6(7(8(9 + 2, 2(3(4(5(6(7(8(9 + 3, … , 2(3(4(5(6(7(8(9 + 9 számok egyike sem lehet prím. (Sőt még a következő sem az.)

Kicsit ügyesebbek is lehetünk, ha csak a prímeket szorozzuk össze: 2(3(5(7 + 2 = 212, 2(3(5(7 + 3 = 213, … , 2(3(5(7 + 9 = 219 hét szomszédos összetett szám.

A probléma itt is ugyanaz, mint a 10. feladatban: a legősibb matematikai módszeren, a próbálgatáson kívül nincs érdemi eljárásunk annak eldöntésére, hogy valóban 212-vel kezdődik-e a legkisebb számokból álló sorozat.

13. feladat:

Vannak-e olyan 
[image: image98.wmf]1

...

111

 alakú számok, amelyek 17-tel oszthatók?

Megjegyzések, útmutatások:

Első megoldás:

A számítógépes programot most kissé nehezebb megírni, hiszen az egész típusú számokat csak néhány byte-on tárolja a gép. Érdemes észrevenni, hogy az 1, 11, 111, … sorozatban bármely szám az előző 10-szeresénél 1-gyel nagyobb; tehát egyszerűen egy változóban tárolhatjuk az éppen vizsgált szám hosszát, valamint maga a szám helyett elég a szám 17-es maradékával dolgozni, s az x ( 10x + 1 rekurziót alkalmazni. 

A futási eredmények azt mutatják, hogy a 16, 32, 48, 64 stb. darab 1-esből álló számok oszthatók 17-tel.

Második megoldás:

A Texas/5. vagy Casio/5. feladatok megoldásaihoz hasonlóan okoskodhatunk.

Tekintsük az 1, 11, 111, ... , 
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 (17 darab 1-es) számokat. Ha ezek között van 17-tel osztható, akkor készen vagyunk.

Ha nincs közöttük 17-tel osztható szám, akkor van két szám, amelyik ugyanazt a maradékot adja 17-tel osztva. Legyen ez a két szám pl. az x és y darab 1-esből álló szám (x < y).

A két szám maradéka azonos, tehát különbségük osztható 17-tel. A különbségük 
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 alakú szám, y – x darab 1-esből és x darab 0-ból áll. Mivel 17 és 10 relatív prímek, csak 17(
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 (y – x darab 1-es) lehetséges. Ellentmondásra jutottunk, hiszen y – x kisebb 17-nél.

Vagyis biztosan található az 1, 11, 111, ... , 
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 (17 darab 1-es) számok között 17-tel osztható.

Harmadik megoldás:

Az előző megoldás nem tudta megadni a keresett számot, csak létezését igazolta. Ebben a megoldásban megkonstruáljuk a számokat.

Felhasználhatjuk Fermat tételét, mely szerint 1016 – 1 osztható 17-tel. A 1016 – 1 szám 16 darab 9-esből áll, s mivel 17 és 9 relatív prímek, a 16 darab 1-esből álló szám osztható lesz 17-tel. Nyilván ehhez a számhoz hozzáadva 1016-szorosát, az így kapott 11…1 (32 darab 1-es) szám is osztható lesz 17-tel stb.

További megjegyzések:

Az utóbbi két feladat nagyon szép példa a feladatmegoldások különböző szintjeire.

Érdekes kérdés: Honnan tudjuk, hogy a 16 darab 1-esből álló szám a legkisebb, amelyik 17-tel osztható?

14. feladat:

Keressük meg azokat a "szomszédos" kettőhatványokat, amelyek különbsége osztható 17-tel.

Megjegyzések, útmutatások:

Ha 17(2a – 2b, akkor (mivel (2, 17) = 1) 17(2a–b – 1. Vagyis elég azt a legkisebb kettőhatványt megtalálni, amelyik 17-tel osztva 1 maradékot ad.

(Lásd még 16. feladat!)

15. feladat:

10 golyót néhány kupacra osztunk szét. Ezután minden kupacból kiveszünk egy golyót, s ezekből egy új kupacot készítünk. Ezt az eljárást folytatva mit tapasztalunk?

Megjegyzések, útmutatások:

A szimulációt futtatva észrevehetjük, hogy előbb-utóbb kialakul az 1, 2, 3, 4 stabil kupacelrendezés. Ez a nehéz bizonyítás, kedves olvasó, házi feladat.

16. feladat:

Mutassuk meg, hogy a számológép:

a) teljesen alkalmatlan a 'kis Fermat-tétel' vizsgálatára (p osztja az s = ap–1 – 1 kifejezést, ha p prím és (a, p) = 1. A programban a = 2 választással p a páratlan számokon fusson.)

b) alkalmassá tehető a tétel vizsgálatára.
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