Korongfordításos játék kör mentén

Érdekes cikk jelent meg Mérő László tollából a KöMaL 1986. áprilisi számában. A szerző egy egyszemélyes elektronikus játék matematikai elemzését végezte el. A feladat kicsit nehéznek bizonyult a középiskolai diákjaim számára, bár megoldása különösebb előképzettséget nem igényel. Ezért hasonló jellegű, de egyszerűbb struktúrájú feladatot kerestem.

A tanulók körében közkedveltek a különböző korongfordításos játékok. Az alábbiakban egy ilyen problémát vizsgálunk meg. 

Az eredeti feladat

Fehér kartonpapírból kivágtunk 15 korongot, ezek egyik oldalát feketére festettük, majd a korongokat fekete oldalukkal felfelé kör alakban helyeztük el. Egy-egy lépésben bármely három szomszédos korongot megfordíthatjuk, azok színétől függetlenül. Kérdés, hogy ezen lépések ismételt alkalmazásával elérhető-e a "majdnem-pepita" minta? (Vagyis az első korong fehér, a második fekete, a harmadik fehér, a negyedik fekete, ... , a 14. fekete, a 15. fehér.)

Kapcsolódó problémák

A feladat jó néhány további kérdést felvet. Érdekesebb problémák:

- Ugyanez a játék 15 helyett más korongszámmal.

- Ugyanez a játék a "majdnem-pepita" minta helyett más mintával.

- Milyen korongszám esetén érhető el például, hogy minden korong fehér legyen?

- Általában adott korongszám esetén minden minta elérhető?

- Ha nem, hány állapot állítható elő?

- Hogyan ismerhetők fel az előállítható minták? (Melyik minták állíthatók elő?)

- Érdemes megvizsgálni azt a módosított játékot, amikor nem három, hanem csak két szomszédos korongot fordíthatunk meg egy-egy lépésben. (Ez a játék egyszerűbbnek tűnik, mint az eredetileg kitűzött feladat.) 

Végül megpróbálkozhatunk a probléma általános vizsgálatával: n darab korongot helyezünk el egy kör mentén, s bármely k szomszédost egyszerre megfordíthatjuk. Ezt az eljárást folytatva, mely n, k értékekre állítható elő minden minta?

Ebben a cikkben ez utóbbi kérdésre szeretnénk választ adni.

Egyszerűbb esetek

A játék általános elemzése előtt feltétlenül érdemes a kis korongszámú egyszerűbb játékokkal kezdeni a vizsgálatokat.

1. feladat:

Kezdjük azzal az esettel, mikor az eredeti játékot n = 3 golyószámra és k = 2 szomszédos korong fordítására módosítjuk. (Ezt a továbbiakban <3, 2> -vel jelöljük.)

Megoldás:




Az első ábra a kiindulási helyzetet mutatja, a második a forgásszimmetria miatt lényegében egyetlen elérhető mintát. 

Mivel mindegyik korong kétféle (fekete vagy fehér) helyzetben lehet, elvileg 23 = 8 állapot állítható elő. A 2. minta a forgásszimmetria miatt három helyzetben is előfordulhat, így a nyolc mintából négyet sikerült előállítanunk.

2. feladat:

Vizsgáljuk meg a <4, 2> esetet! (Vagyis négy korongot helyezünk el körben, és bármely két szomszédos korong megfordítható.) Melyek az előállítható minták?

Megoldás:







A forgásszimmetriától eltekintve a fenti négy állapotot tudjuk előállítani.

Az 1. helyzetből a 2-at kapjuk, innen a 3. vagy 4. új állapot érhető el. A 3-ból és a 4-ből két szomszédos korong megfordítása mindig a 2. állapotra vezet, tehát nincs több elérhető helyzet.

A 24 = 16 lehetséges állapotból 8 hozható létre, az alábbi táblázat mutatja, melyik hányféleképpen.

	állapot
	1.
	2.
	3.
	4.

	előállítások száma
	1
	4
	2
	1


3. feladat:

Vizsgáljuk meg az <5, 2> esetet! Melyek az előállítható minták?

Megoldás:







A forgásszimmetriától eltekintve a fenti négy állapotot tudjuk előállítani.

Az 1. helyzetből a 2-at kapjuk, innen a 3. vagy 4. új állapot érhető el. A 3-ból a 2., 3., 4. állapotokba juthatunk, a 4-ből szintén, vagyis nincs több elérhető minta.

A 25 = 32 lehetséges állapotból 16 hozható létre, az alábbi táblázat mutatja, melyik hányféleképpen. (A 2., 3., 4. minták a forgásszimmetria miatt egyaránt ötféleképpen valósulhatnak meg.)

	állapot
	1.
	2.
	3.
	4.

	előállítások száma
	1
	5
	5
	5


Sejtés:

Az eddigi példák alapján úgy tűnik, hogy az <n, 2> típusú játékokban nem lehet minden végállapotot elérni, sőt többet sejthetünk: éppen a lehetséges állapotok fele, 2n–1 minta állítható elő. (Az érdektelen <2, 2> játék is alátámasztja ezt a sejtést.)

Vizsgáljuk meg, hogyan változhat a fekete és fehér korongok száma az egyes játékok menete alatt!

	
	darab

	<3, 2> játék:
	
	
	

	fekete
	3
	1
	

	fehér
	0
	2
	

	<4, 2> játék:
	
	
	

	fekete
	4
	2
	0

	fehér
	0
	2
	4

	<5, 2> játék:
	
	
	

	fekete
	5
	3
	1

	fehér
	0
	2
	4


Észrevehetjük, hogy az egyes játékok során a fehér korongok paritása nem változott. Ennek az az oka, hogy ha két különböző színű korongot fordítunk meg, a fehér korongok száma nem változik; míg ha két egyforma korongot fordítunk meg, a fehér korongok száma kettővel nő vagy csökken. Ez azt jelenti, hogy a kiindulási helyzet nulla fehér korongja miatt a fehér korongok száma mindig páros a játékok alatt. Tehát az <n, 2> játékban nem állíthatók elő azok az állapotok, amikor a fehér korongok száma páratlan (vagy ugyanígy: amikor a fekete korongok számának paritása és n paritása különbözik). Ezzel beláttuk, hogy:

4. feladat:

az <n, 2> játékban nem állítható elő minden állapot.

A struktúra algebrai vizsgálata

Egyelőre nem tudjuk, hogy azon minták közül, melyekben a fehér korongok száma páros, mindegyik előállítható-e; valamint (ami egyébként ebből következik) az is kérdés, hogy az összes lehetséges minta fele, 2n–1 darab valósítható-e meg.

A további vizsgálatokhoz vegyük észre, hogy egy korong színe csak attól függ, hogy páros vagy páratlan sokszor fordítottuk meg. Ugyanakkor ha ugyanazt a korongpárt kétszer (vagy páros sokszor) fordítjuk meg, a játék szempontjából semmi érdemleges nem történik. Vagyis elég azt vizsgálni, hogy a játék alatt egy adott párt megfordítottunk vagy sem.




Az ábrán 1-től 5-ig sorszámoztuk a szomszédos párokat. A könnyebb kezelhetőség kedvéért 1-est rendelünk azokhoz a párokhoz, amelyeket megfordítottunk egy adott játék folyamán, 0-t pedig azokhoz, amelyeket nem. Így minden fordítássorozat egy ötjegyű, 2-es számrendszerbeli számmal jellemezhető. Pl. az 11100 fordítássorozat eredménye:

 


Műveletként értelmezhetjük a fordítássorozatok egymásutánját. Pl. az 11100 és 10101 fordítássorozatok eredménye 01001. A fordítási szabály miatt úgy kell elvégezni a műveletet, mint ha helyiértékenként a (mod 2) számkör felett összeadást végeznénk: 0 + 0 = 1 + 1 = 0, 0 + 1 = 1 + 0 = 1. Ezért érdemes a + műveleti jelet használnunk a fordítássorozatok egymásutánjának jelzésére.

Vezessünk be néhány további jelölést!

Jelöljük a fordítássorozatokat F-fel, a korongok mintáit M-mel, a 00...0 és 11...1 sorozatot F0-lal, ill. F1-gyel. Az M0 ún. zérusmintában minden korong fekete, az M1 mintában minden korong fehér. 

 a kiegészítő fordítássorozatot jelenti (pl. F = 11100 esetén 

 = 00011), F ( M pedig azt, hogy az F fordítássorozat eredménye az M minta. Végül állapodjunk meg abban, hogy az (F1 + F2) ( M típusú kifejezésekben elhagyjuk a zárójeket (hiszen nem okoz félreértést a hiányuk). 

A fent definiált műveletnek "szép" tulajdonságai vannak:

- zárt (fordítássorozatok egymásutánja is fordítássorozat);

- kommutatív és asszociatív (nem számít a fordítások sorrendje, csak a végállapot);

- F + F0 = F tetszőleges F-re;

- F + F = F0 tetszőleges F-re;

- az inverz művelet is egyértelműen végezhető el (pl. 01001 – 10101 = 11100);

- F1 – F2 = F1 + F2 is igaz bármely két fordítássorozatra (pl. 01001 – 10101 = 01001 + 10101).

Ez utóbbi tulajdonság F + F = F0-ból következik, de könnyen belátható az 1 ( 1 = 0 ( 0 = 0, 1 ( 0 = 0 ( 1 = 1 műveleti szabályokkal is.

(Megjegyzés:

Észrevehetjük, hogy az első négy tulajdonság alapján a fordítássorozatok egymásutánja csoportot alkot.)

Hasonlóan jellemezhetjük a mintákat is.




Ha a korongokat és korongpárokat az ábra szerint sorszámozzuk, a fekete korongokhoz 0-t, a fehér korongokhoz 1-et rendelünk, akkor minden minta szintén egy kettes számrendszerbeli számmal jellemezhető. Pl. az 11100 fordítássorozat eredménye az 10010 minta. 

A minták egymásutánja ("összege") szintén (mod 2) feletti összeadásként fogható fel; hiszen egy korong akkor fehér, ha a fordítássorozat alatt páratlan sokszor fordítottuk meg, s nyilván két páratlan szám összege páros. 

Konkrét példa:

	fordítássorozat
	(  minta

	11100
	( 10010

	10101
	( 01111

	11100 + 10101 =

01001
	10010 + 01111 =

11101

	01001
	( 11101


A definíció egyszerű következményei

A tapasztalat alapján F + 

 = F1. Könnyen látható, hogy 

 = F + F1, így az első egyenlet átalakítható: F + 

 = F + (F + F1) = (F + F) + F1 = F0 + F1 = F1 valóban.

Mivel egy játék folyamán a párokat vagy megfordítjuk, vagy nem, ezért az <n, 2> játékban 2n fordítássorozat lehetséges. Mivel ugyanennyi a lehetséges minták száma, pontosan akkor érhető el minden állapot, ha a fordítássorozatok és minták között kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés létesíthető.

Vegyük észre, hogy az <n, 2> játékban F1 ( M0 (vagyis minden korong fekete lesz, mert mindegyiket kétszer fordítottuk meg). Ennek egyik következménye, hogy nem állítható elő az <n, 2> játékban minden minta, hiszen M0-t F0 és F1 is előállítja. (Második megoldást kaptunk a 4. feladatra.)

Az F + 

 = F1 ( M0 összefüggés másik következménye, hogy F és 

 ugyanazt a mintát állítják elő. (Csak így lehet két minta összege a zérusminta.) Azt kaptuk, hogy 

5. feladat:

az <n, 2> játékban ha F ( M, akkor 

 ( M, vagyis tetszőleges fordítássorozat és komplementere is ugyanazt a mintát állítja elő.

Innen az is következik, hogy az összes mintának legfeljebb a fele állítható elő.

6. feladat:

Bizonyítsuk be, hogy az <n, 2> játékban pontosan 2n–1 minta állítható elő.

Megoldás:

Mely fordítássorozatok állítják elő M0-t? (Nevezzük ezeket zérussorozatoknak.)

A 2. korong két esetben lehet fekete. 




1. eset: Ha az 1. és 2. pár egyikét sem fordítjuk meg, akkor a 3. korong csak úgy maradhat fekete, ha a 3. párt sem fordítjuk meg. Az eljárás hasonlóan folytatható, egyik párt sem fordíthatjuk meg, eredményül F0-t kapjuk.

2. eset: Ha az 1. és 2. párt egyaránt megfordítjuk, akkor a 3. korong csak úgy maradhat fekete, ha a 3. párt is megfordítjuk. Hasonlóan folytatva, az összes párt meg kell fordítanunk, eredményül F1-et kapjuk.

Vagyis két zérussorozatot találtunk: M0-t csak F0 és F1 állítja elő.

Az F fordítássorozat eredménye legyen az M minta: F ( M. Ekkor F + F0 ( M (mert F + F0 = F) és F + F1 ( M (mert F + F1 = 

). Tegyük fel indirekt módon, hogy egy harmadik fordítássorozat is előállítja M-et: F2 ( M (és F2 ( F, F2 ( 

). F + F2 ( M0 (ugyanazt a mintát állítják elő, egymásutánjuk zérusmintát eredményez). A zérusmintát csak F0 és F1 állítja elő, így F + F2 = F0 vagy F + F2 = F1. Innen F2 = F vagy F2 = 

 következik, tehát nem kaphatunk egy harmadik fordítássorozatot.

Ezzel beláttuk, hogy minden előállítható mintát pontosan két fordítássorozat hozza létre. Mivel 2n fordítássorozat van, 2n–1 féle minta állítható elő.

7. feladat:

Bizonyítsuk be, hogy az <n, 2> játékban pontosan azok az előállítható minták, amelyekben páros sok fehér korong van.

Megoldás:

Ismert tétel, hogy egy n > 1 elemű halmaznak 2n–1 darab páros elemszámú részhalmaza van (vagy ue: a páros és páratlan részhalmazok száma megegyezik). A bizonyítás történhet pl. a Pascal-háromszög segítségével. A páros elemszámú részhalmazok számának összegét úgy kapjuk meg, hogy az n. sorban az elsőtől kezdve minden második tagot összeadunk; az így kapott összeg pedig - a Pascal-háromszög képzési szabálya miatt - megegyezik az (n – 1). sorban lévő elemek összegével, ami 2n–1.

A korongokat 1, 2, ... , n sorszámmal ellátva, a páros számú fehér korong ennek a halmaznak egy páros elemszámú részhalmazát adja, s ebből következik az állítás.

Ezzel az <n, 2> játék elemzését elvégeztük, áttérhetünk az <n, 3> játék egyszerűbb eseteinek vizsgálatára (értelemszerűen n ( 3).

Az <n, 3> játék egyszerűbb esetei

Ezekben a játékokban mindig három szomszédos korongot fordíthatunk meg, ezért célszerű a koronghármasokra a középső korong sorszámával hivatkozni. Mivel az n darab koronghármas mindegyikét vagy megfordítjuk, vagy nem, az <n, 3> játékban is 2n fordítássorozat (és 2n lehetséges végállapot) van.

A <3, 3> játék nem izgalmas: a nyolc lehetséges állapotból két minta állítható elő.

A <4, 3> játékban fordítsuk meg sorra az 1., 2. és 3. koronghármast! 




A fordítássorozat eredménye olyan minta lett, amelyben csak a 2. korong fehér. Ez azt jelenti, hogy tetszőleges korong állapotát meg tudjuk változtatni, miközben a többi változatlan marad; vagyis ebben a játékban minden állapot elérhető.

Az <5, 3> játékban rendre a 2., 5., 3. koronghármas fordításával szintén elérhetjük, hogy csak egy korong legyen fehér. Ezt mutatja az alábbi táblázat.

	fordítások
	korongok

	
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.

	1.
	+
	+
	+
	
	

	2.
	+
	
	
	+
	+

	3.
	
	+
	+
	+
	

	összes változás:
	2
	2
	2
	2
	1


Tehát az <5, 3> játékban is megváltoztathatjuk egyetlen korong állapotát - a többitől függetlenül -, ezért minden állapot elérhető.

8. feladat:

Mely állapotok állíthatók elő a <6, 3> játékban?

Megoldás:

Az alábbi 6 állapotot érhetjük el.










Az 1. mintából a 2-at kapjuk. A 2-ból a 3., 5. vagy 6. új minta keletkezhet, a 3-ból a 4. lehet új állapot, a 4-ből, 5-ből és 6-ból már nem kapunk új mintát.

A 26 = 64 lehetséges állapotból 16 hozható létre, az alábbi táblázat mutatja, melyik hányféleképpen. (A 2 - 5. minták a forgásszimmetria miatt többféleképpen valósulhatnak meg.)

	állapot
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.

	előállítások száma
	1
	6
	3
	2
	3
	1


Sejtések

Az eddigi példák azt sejtetik, hogy ha n nem többszöröse 3-nak, akkor az <n, 3> játékban minden mintát elő tudunk állítani; míg hogy ha n többszöröse 3-nak, akkor a minták negyedrésze állítható elő.

9. feladat:

Bizonyítsuk be, hogy ha n = 3k + 1 alakú, akkor az <n, 3> játékban minden mintát előállíthatunk.

Megoldás:

Rendre megfordítunk egymás után k darab szomszédos koronghármast. (A hármasok közepe a 2., 5., ... , (3k – 1.) korong.) Így elérjük, hogy az első 3k korong fehér, a (3k + 1). fekete, vagyis 3k darab szomszédos korong színét változtattuk meg. Hasonló eljárással megváltoztatjuk pl. a 3k. korong kivételével az összes többi színét: az 1., 4., ... , (3k – 2). hármasokat megfordítjuk. Ennek eredményeként a 3k. és a (3k + 1). korong fehér, a többi fekete lesz. Most megfordítva a (3k + 1). hármast, csak az 1. korong lesz fehér. Az alábbi táblázat n = 7-re (k = 2-re) szemlélteti az elmondottakat.

	fordítások
	korongok

	
	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.

	1.
	+
	+
	+
	
	
	
	

	2.
	
	
	
	+
	+
	+
	

	3.
	+
	+
	
	
	
	
	+

	4.
	
	
	+
	+
	+
	
	

	5.
	+
	
	
	
	
	+
	+

	összes változás:
	3
	2
	2
	2
	2
	2
	2


Ha egy korong állapotát megváltoztathatjuk a többi korongtól függetlenül, akkor mindegyik korongot önállóan "színezhetjük", vagyis minden lehetséges állapotot elő tudunk állítani.

10. feladat:

Bizonyítsuk be, hogy ha n = 3k + 2 alakú, akkor az <n, 3> játékban minden mintát előállíthatunk.

Megoldás:

Rendre megfordítjuk a 2., 5., ... , (3k + 2.) koronghármast. A fordítássorozat eredményeképp az 1. kivételével minden korong fehér lett, vagyis egy korong kivételével az összes többi állapotát meg tudjuk változtatni. Hasonlóan folytatjuk: a 2. korong kivételével ismét megváltoztatjuk mindegyik korong állapotát. Ekkor az 1. és 2. korong fehér, a többi fekete. Ezután a 2. hármast megfordítva, célhoz érünk: a 3. korong fehér, a többi fekete.

Innen már következik, hogy minden állapot előállítható.

11. feladat:

Hány fordítássorozat állítja elő a zérusmintát az <n, 3> játékban, ha n = 3k alakú?

Megoldás:

Induljunk ki a zérusminta mint végállapot 2. korongjának fekete helyzetéből, s tegyük fel, hogy a 2. koronghármast nem fordítottuk meg a fordítássorozat alatt! Két eset lehetséges.




1. eset: Az 1. és 3. koronghármasokat sem fordítottuk meg.

Ekkor a 3. korong csak úgy lehet fekete, ha a 4. hármast sem fordítottuk meg. A 4. korong csak úgy lehet fekete, ha az 5. hármast sem fordítottuk meg stb., tehát F0-t kapjuk.

2. eset: Az 1. és 3. koronghármasokat egyaránt megfordítottuk.

Ekkor a 3. korong csak úgy lehet fekete, ha a 4. hármast is megfordítjuk (lsd. táblázat). 

	1.
	2.
	3.
	4.

	+
	
	+
	+


A 4. korong már két fordításban is benne van, ezért az 5. hármast nem fordíthatjuk meg. Ezután ismétlődik a "két hármast megfordítunk - egyet nem" algoritmus. Mivel n = 3k alakú, az n. hármast megfordítva megkapjuk a zérusmintát. A táblázat n = 9-re mutatja a zérussorozat fordításait.

	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.
	8.
	9.

	+
	
	+
	+
	
	+
	+
	
	+


Most vizsgáljuk meg azt a lehetőséget, amikor a 2. koronghármast megfordítjuk!

Itt is további két eset van, attól függően, hogy az 1. vagy 3. hármast fordítjuk meg.

3. eset: A 3. hármast fordítjuk meg.

	1.
	2.
	3.

	
	+
	+


Ekkor a 4. hármast nem szabad megfordítani, az 5-et viszont meg kell azért, hogy a 4. korong fekete legyen stb.

	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.
	8.
	9.

	
	+
	+
	
	+
	+
	
	+
	+


Az eljárást folytatva a 2. eset zérussorozatának egy "elforgatottját" kapjuk.

4. eset: Az 1. hármast fordítjuk meg.

	1.
	2.
	3.

	+
	+
	


Az előzőekből következik, hogy a 2. eset zérussorozatának egy további "elforgatottját" kapjuk.

	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	7.
	8.
	9.

	+
	+
	
	+
	+
	
	+
	+
	


Vagyis összesen négy fordítássorozat állítja elő a zérusmintát.

12. feladat:

Mutassuk meg, hogy az <n, 3> játékban, ahol n = 3k alakú, nem lehet minden mintát előállítani.

Megoldás:

Az előállítható minták száma és a végrehajtható fordítássorozatok száma 2n. Mint már láttuk, csak akkor lehetne minden mintát előállítani, ha különböző fordítássorozat különböző mintát állítana elő. Mivel négy zérussorozatot találtunk (a zérusmintát négy sorozat is előállítja), ebből következik az állítás.

13. feladat:

Mutassuk meg, hogy a <3k, 3> játékban nem lehet előállítani azt a mintát, amelyben két szomszédos korong fehér, a többi fekete.

Megoldás:

Indirekt módon tegyük fel, hogy előállítható pl. az 1100...0 és 01100...0 minta is! (Vagyis az 1. és 2., illetve a 2. és 3. korong fehér, a többi fekete.) A két fordítássorozat egymásutánja az 10100... mintát állítja elő. Itt a 2. koronghármast megfordítva a 0100... mintát kapjuk. Ellentmondás: ha egy korong állapota a többi korongtól függetlenül változtatható lenne, akkor minden minta elérhető lenne.

14. feladat:

Mutassuk meg, hogy az <n, 3> játékban, ahol n = 3k alakú, az összes minta negyedrésze állítható elő (vagyis 2n–2 darab). 

Megoldás:

Jelöljük a 11. feladatban kapott 110110...110, 101101...101, 011011...011 három zérussorozatot F2, F3, F4-gyel, ekkor F2 ( M0, F3 ( M0, F4 ( M0. Ha most tetszőleges F ( M, akkor F + F0 (= F) ( M, F + F2 ( M, F + F3 ( M, F + F4 ( M. Ez azt jelenti, hogy ugyanazt a tetszőleges M mintát négy fordítássorozat is előállítja. (F, F + F2, F + F3, F + F4 különbözők.)

Tegyük fel, hogy létezik egy ezektől különböző ötödik fordítássorozat, F5, melyre F5 ( M. Ekkor F5 + F ( M0 (ugyanazt a mintát állítják elő, egymásutánjuk zérusmintát eredményez). A zérusmintát csak F0, F2, F3, F4 állítja elő, így F5 + F = F0 vagy F5 + F = F2 (a másik két egyenlet szimmetrikus szerepű). Az egyenletek mindkét oldalához F-et adva, F5 = F vagy F5 = F + F2. Ellentmondást kaptunk, F5 nem új zérussorozat.

Tehát a <3k, 3> játékban minden mintát pontosan négy fordítássorozat állít elő, ezzel beláttuk az állítást.

Megjegyzés:

Érdekességképpen megemlíthetjük, hogy a zérussorozatokra vonatkozó fenti gondolatmenet teljesen általános. Vagyis ha az <n, k> játékban z darab zérussorozat van, akkor minden mintát pontosan z fordítássorozat állít elő, így az előállítható minták száma 

. (Másik érdekesség: z mindig kettőhatvány.)

15. feladat:

Adjunk eljárást a <3k, 3> játékban előállítható minták egyszerű felismerésére vagy könnyű jellemzésére!

Megoldás (első próbálkozás):

A 8. feladatban láttuk, hogy a <6, 3> játékban az alábbi 6 állapotot érhetjük el:










Ez alapján a korongokat két részre oszthatjuk. Az első részbe kerüljenek azok a korongok, melyek sorszáma 3-mal osztva 1 vagy 2 maradékot ad (nevezzük ezeket jelölt korongoknak, lsd. ábra). A másik részbe a fennmaradt, 3-mal osztható sorszámú korongokat soroljuk. Az alábbi táblázat n = 3k-ra mutatja a beosztást.

	1.
	2.
	3.
	4.
	5.
	6.
	...
	3k-2.
	3k-1.
	3k.

	+
	+
	
	+
	+
	
	
	+
	+
	


Ennek a csoportosításnak az az előnye, hogy bármely három szomszédos korong között pontosan kettő jelölt van. Minden koronghármas-fordításnál pontosan két jelölt korongot fordítunk meg, s ez azt jelenti, hogy a jelölt fehér korongok számának paritása állandó. (Egy koronghármas-fordításnál a jelölt fehérek száma vagy nem változik, vagy (2-vel módosul.) 

A jelölt korongok között a kiindulási helyzetben 0 fehér van, tehát az elérhető mintákban a fehér jelölt korongok száma páros kell, hogy legyen.

A <6, 3> játék hat elérhető mintájában a fehér jelölt korongok száma rendre 0, 2, 2, 2, 2, 4.

Sajnos ez a feltétel csak szükséges, de nem elégséges. Ellenpélda a <6, 3> játékban is található:




Ebben a mintában két fehér jelölt korong van, de a minta nem érhető el.

Második próbálkozás:

Az előző gondolat kis módosítással továbbvihető.

A korongok két csoportra osztását nem szükségképpen kell az 1 és 2, illetve a 0 maradékosztályú korongok alapján elvégezni. Két további kettéosztás lehetséges: megtehetjük, hogy a jelölt korongok sorszáma a 2 és 0, míg a jelöletlenek az 1-es maradékosztályba tartozzanak; vagy a jelöltek az 1 és 0, a jelöletlenek a 2-es maradékosztályúak legyenek. (A forgásszimmetria miatt sem tüntethetjük ki valamelyik maradékosztályt.) 

Ez alapján viszont az elérhető mintákra teljesülnie kell, hogy a három csoportosítás bármelyikét is választjuk, mindhárom esetben a fehér jelölt korongok száma páros kell, hogy legyen. Az előző próbálkozásban mutatott ellenpélda most már nem érvényes. 




Ha a jelölt korongokat a 2-es és 0-s maradékosztályok alapján választjuk, csak egy fehér jelölt korongot kapunk, tehát a módosított megoldásunk megmutatja, hogy ez a minta nem érhető el.

Legyen a, b és c az 1-es, 2-es és 0-s maradékosztályba tartozó fehér korongok száma. A három lehetséges csoportbontás miatt a + b, a + c és b + c egyaránt páros, ami csak úgy lehet, ha a, b és c paritása megegyezik. Vagyis szükséges feltétel:

ha egy minta elérhető, akkor abban az 1-es, 2-es és 0-s maradékosztályba tartozó fehér korongok számának paritása ugyanaz. (Nevezzük a továbbiakban ezt paritás-szabálynak.)

Hány olyan minta van, ami megfelel a paritás-szabálynak?

Készítsünk egy megfelelő mintát, s tüntessük ki pl. az első két korongot! A többi korong tetszőleges színezése esetén megkapjuk a 0-s maradékosztályban lévő fehér korongok paritását. Az első és második korongot ez alapján kell fehérre vagy feketére színezni, a négy lehetséges színezésből pontosan egy lesz megfelelő. Tehát az összes színezés egynegyede ad olyan mintát, amelyre teljesül a paritás-szabály.

Korábban láttuk, hogy a <3k, 3> játékban az összes minta negyedrésze állítható elő (14. feladat); most azt kaptuk, hogy az előállítható mintákra szükségképpen teljesülő paritás-szabálynak a minták negyedrésze felel meg. Ezek szerint az előállítható mintákra a paritás-szabály szükséges és elégséges feltétel.

Megjegyzés:

A paritás-szabály a fenti két próbálkozásnál lényegesen egyszerűbben is megkapható. A koronghármas-fordítások mindhárom maradékosztályba tartozó korongok összességén egy-egy változást idéznek elő, ezért a kezdőhelyzetbeli, a fehér korongok számára vonatkozó azonos paritás a játék végéig érvényben marad.

16. feladat:

Válaszoljunk az eredetileg kitűzött feladatra!

Megoldás:

A <15, 3> játékban a "majdnem-pepita" minta (az első korong fehér, a második fekete, a harmadik fehér, a negyedik fekete, ... , a 14. fekete, a 15. fehér) nem érhető el.

Ugyanis ebben a végállapotban az 1-es, 2-es és 0-s maradékosztályokba tartozó fehér korongok száma rendre 3, 2, 3 lenne, s így nem teljesülne a paritás-szabály.

Foglaljuk össze, mit tudunk eddig a minták előállíthatóságáról!

Az <n, 2> játékokban nem állítható elő minden állapot (4. feladat).

A <3k + 1, 3> játékokban minden minta előállítható (9. feladat).

A <3k + 2, 3> játékokban minden minta előállítható (10. feladat).

A <3k, 3> játékokban nem állítható elő minden minta (12. feladat).

Az eredményeket könnyen általánosíthatjuk.

Az <n, k> játékokban megvizsgáljuk rendre az alábbi eseteket:

- páros k;

- n többese k-nak;

- n és k nem relatív prímek;

- n és (páratlan) k relatív prímek.

17. feladat:

Mutassuk meg, hogy az <n, 2k> játékokban ( n ( 2k) nem állítható elő minden állapot!

Megoldás:

Mivel ezekben a játékokban F0 ( M0 és F1 ( M0, a minták és fordítássorozatok között nem létesíthető kölcsönösen egyértelmű leképezés.

18. feladat:

Mutassuk meg, hogy a <kd, d> típusú játékokban nem állítható elő minden állapot! (12. feladat általánosítása)

Megoldás:

Sorszámozzuk be a korongokat 1-től kd-ig, majd gondoljuk meg (pl. a 15. feladathoz fűzött megjegyzés alapján), hogy a paritás-feltételnek modulo d-re teljesülnie kell. D darab szomszédos korong megfordításakor a modulo d maradékosztályok mindegyikében (1 lesz a fehér korongok számának változása, s ez ismét azt jelenti, hogy a játék folyamán az 1, 2, ... , d maradékosztályokba tartozó fehér korongok számának paritása együtt változik, tehát ugyanaz. Ezért legfeljebb az összes minta 2d–1-ed része érhető el.

19. feladat:

Bizonyítsuk be, hogy az <nd, kd> típusú játékokban ( n ( k, d > 1) nem érhető el minden minta!

Megoldás:

Hasonlóan járhatunk el: a paritás-feltételnek modulo d-re most is teljesülnie kell. Ha a korongokat sorban beszámozzuk, nem érhetők el azok az állapotok, amelyekben a korongok sorszámára vonatkozó modulo d maradékosztályok között található két olyan, amelyekben a fehér korongok számának paritása eltérő.

Csak azokat az <n, k> játékokat nem elemeztük még, amelyekben k páratlan és n, k relatív prímek. Ezek vizsgálatát egy segédtétellel kezdjük.

20. feladat:

Az <n, k> játékokban akkor és csak akkor állítható elő minden minta, ha egy korong önállóan megfordítható. (Vagyis a többi korong állapota nem változik meg.)

Megoldás:

Ha minden minta előáll, akkor szükségképpen az is, amikor csak egy korong fehér.

Az elégségességet is láttuk már korábban: ha egy korongot a többitől függetlenül "színezhetünk", akkor ugyanezt megtehetjük sorra a többivel is.

21. feladat:

Mutassuk meg, hogy minden minta előállítható azokban az <n, k> játékokban, amelyekben k páratlan és n, k relatív prímek.

Megoldás:

Az előző feladat alapján elég megmutatnunk, hogy előállítható az a minta, amelyben egy korong fehér, a többi fekete. A bizonyításhoz a 9. és 10. feladat megoldásánál alkalmazott konstrukciót használjuk.

Megfordítjuk először az első k korongot, majd körszekvenciálisan folytatjuk a második k darab koronggal, a harmadik k darabbal stb. Mivel (n, k) = 1, néhány (k-nál kevesebb) fekete korong marad az első kör végén. Ezekkel a kimaradt korongokkal folytatjuk az eljárást: megfordítjuk a következő k darabot (itt már néhány fekete korong is keletkezik), az ezután következő k darabot stb. Azt állítjuk, hogy előbb-utóbb előáll az a helyzet, amikor pontosan egy fehér korong lesz a körben.

Az eljárás során pontosan egy fehér korong akkor keletkezhet, ha (n – 1) korongot páros sokszor (2y-szor) fordítunk meg, az n. korongot pedig eggyel többször vagy eggyel kevesebbszer. Ha x-szer fordítunk meg korong-k-asokat, a 

(1)  kx = 2yn ( 1 (x, y ( Z+)


diofantikus egyenletet megoldhatóságából már következik a feladat állítása (adott k, n; meghatározandó x, y). Elég a

(2)  kx = 2yn + 1

egyenlet megoldhatóságát megmutatnunk (lásd konkrét példa). 

Mint tudjuk, az egész számpárok halmazán a megoldhatóság szükséges és elégséges feltétele, hogy (k, 2n) = 1 legyen. Ez most teljesül, mert k páratlan és (k, n) = 1. Euler tétele miatt 

 (mod 2n), ha szokásos módon ((2n)-nel jelöljük a redukált maradékosztályok számát (mod 2n). Ezért (2) explicit megoldása: x ( 

 (mod 2n).

Ha a maradékosztály egy pozitív elemét választjuk x konkrét értékének, (2) bal oldala pozitív lesz. A jobb oldalnak, tehát y-nak is pozitívnak kell lennie, ebből következik, hogy a (2) egyenletnek mindig van megoldása a pozitív egész számpárok körében.

Konkrét példa:

Tekintsük pl. a <8, 5> játékot!

A megoldandó egyenlet

(3)  5x = 16y + 1

alakú, a megoldás x ( 

 (mod 16). Mivel ((16) = 8, x ( 57 ( 13 (mod 16). Az egyenlet egy megoldása x = 13, y = 4. Azt kaptuk, hogy ha a soron következő korong-ötösöket rendre 13-szor megfordítjuk, egy korong ötször, a többi négyszer lesz megfordítva, tehát előáll a keresett "egy korong fehér - többi fekete" állapot.

Mivel a 8 fordítás után a 3, 8, 5, 2, 7 közepű korong-ötösöket "visszafordítjuk", valójában az 1, 4, 6 közepű korong-ötösöket fordítjuk meg. Az 10010100 fordítássorozat eredményeként valóban csak az 1. korong lesz fehér. Tulajdonképpen az 1. korongot egyszer, a többit kétszer fordítottuk meg; tehát a (3) egyenlet mellett a

(4)  5x = 2(8y – 1

egyenlet x = 3, y = 1 megoldását kaptuk.

Záró megjegyzések:

Tetszőleges n, k-ra meg tudjuk mondani, hogy az <n, k> játékban elérhető-e minden állapot; teljesítettük a magunk elé tűzött célt. 

A meggondolások nem igényeltek nehezebb matematikai ismereteket, a téma részeit akár korosztálytól függetlenül is kitűzhetjük diákjainknak. Fennmaradt néhány probléma (pl. egyes esetekben az előállítható minták száma); azon Olvasóknak, akik kedvet éreznek a probléma további boncolgatásához, jó szórakozást és eredményes munkát kívánok.
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