Sokszögek, testek színezése

Előzmények

A kőszegi matematika tanártovábbképzésen idén a 8. osztályt végzett diákok csoportjában tartottam foglalkozásokat.

A táborban a matematika órákon túl rendkívül sok kiegészítő (fizikai és szellemi jellegű) program közül választhattunk: a tanároknak szóló előadásoktól kezdve, a közös kirándulásokon át az éjszakai csillagászatig mindent ki lehetett próbálni. A résztvevő tanárok, diákok, ifivezetők egyaránt nagy-nagy szellemi (és alkalmanként fizikai) leterhelést kaptak, egy jellemző kifejezést felidézve a tábori élet „élvezetesen fárasztó” volt.

Ilyen körülmények között rendkívül kellemesen érintett, hogy a kitűzött házi feladatokat rendszeresen elkészítették a diákok, kaptam megoldásokat a szorgalmi feladatokra is (hogy mikor volt rá idejük, el nem tudom képzelni …), az órai munka során pedig biztosan számíthattam valamennyiük figyelmére. 
Örülök, hogy együtt dolgozhattam a csoportommal, és ezúton is szeretném megköszönni munkájukat.
A fő témánk tulajdonképpen a Pólya-tétel egy speciális esetének, a sokszögek színezésének körüljárása volt; ebben a cikkben a foglalkozásokról azokat a feladatokat gyűjtöttem össze, amik e témához kapcsolódnak. Ezen kívül viszonylag sok kombinatorikai jellegű ismétlő - szintrehozó feladattal foglalkoztunk, valamint kiegészítő érdekes problémákkal. (Ez utóbbiakat a fő témával párhuzamosan vetettem fel. Egyrészt nem szerettem volna, ha a több órán keresztül tárgyalt színezéses feladatok unalmassá válnának; másrészt a gondolatilag nehéz problémákat alkalmanként feloldhattuk a könnyebb fajsúlyú érdekességekkel.)

A foglalkozások szakmai menetének megfelelően, a továbbiakban a feladatokat s néhány kiegészítést a kitűzés, ill. megbeszélés sorrendjében elevenítjük fel.

A problémák feldolgozásának technikáját két nagyszerű könyv alapján végeztem:

Gyapjas Ferenc: A kombinatorika és a valószínűségszámítás tanításának módszertani problémái, Tankönyvkiadó, 1972;
Gyapjas Ferenc: Csoportelmélet (középiskolai szakköri füzet), Tankönyvkiadó;

További felhasznált, ill. javasolt szakirodalom:

Hajnal Péter: Elemi kombinatorika feladatok, POLYGON, 1997;
Fazakas Tünde - Hraskó András: Bergengóc példatár 2, TypoTex, 2001.
1. Bevezető feladatok
1.1. feladat: Hányféleképpen lehet 2 piros és 3 kék, egyforma méretű golyóból láncot készíteni? (Vagyis hányféleképpen rendezhetők sorba, hányféleképpen permutálhatók a golyók?)
Első megoldás: A diákok észrevették, hogy a korábban megoldott feladat („ötjegyű számok készítése az 1, 1, 1, 2, 2 számjegyekből”) lényegében megegyezik a most kitűzöttel.

Ha a golyók mind különböznének, 5! sorrend lenne; az egyforma pirosak és fehérek miatt most csak 
[image: image1.wmf]!

3

!

2

!

5

×

 = 10 sorrend lehetséges.

Második megoldás: Elég kiválasztani az öt hosszú láncból két golyót (ezek lesznek a pirosak), ekkor a teljes láncot megadtuk. Eredmény: 
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Persze szimmetriaokok miatt akkor is ezt az eredményt kapjuk, ha a kék golyók három helyét választjuk ki: 
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1.2. feladat: Hányféleképpen lehet 2 piros, 3 kék és 4 sárga, egyforma méretű golyóból láncot készíteni?

Első megoldás: Az előző 1.1. feladat első megoldásának gondolatmenetével 
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 = 1260 az eredmény.

Második megoldás: A piros golyók számára a lánc kilenc helyéből kettőt 
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, továbbá a kékek számára a maradék hét helyből hármat 
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-féleképpen választhatunk ki, a sárga golyók helyzete már egyértelmű: 
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 = 1260.

Persze ugyanezt az eredményt kapjuk, ha a golyók helyzetét más színsorrendben rögzítjük, pl. a 
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 vagy 
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 képletek ugyanezt az eredményt adják.
1.3. feladat: Hányféleképpen lehet 3 piros és 4 kék, egyforma méretű golyóból láncot készíteni, ha nem szeretnénk, hogy két piros golyó egymás mellett legyen?

Megoldás: Ha elhelyezzük sorban a négy kék golyót, akkor ezek a piros golyók elhelyezését tekintve öt lehetséges üres helyet határoznak meg. (Közrefognak három helyet, valamint a sor elején és végén is van egy-egy hely.) Az öt helyből hármat 
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1.4. feladat: Hányféleképpen lehet 5 piros és 1 kék, egyforma méretű golyóból karkötőt készíteni?

(Ugyanez a feladat más megfogalmazásban: Egy szabályos hatszög csúcsaiból ötöt pirosra és egyet kékre színezünk. Hányféleképpen tehetjük ezt meg, ha nem tekintjük különbözőnek azokat a színezéseket, amelyek forgatással egymásba vihetők?)
Első megoldás (elemi leszámolás): Nyilván csak egy karkötő készíthető, az öt piros golyó szerepe szimmetrikus.


[image: image12.emf] 


Kérdés, hogy az elemi leszámolási technikák nagyobb elemszámú, bonyolultabb esetekben is működnek-e?
Második megoldás (forgásszimmetria kihasználása):
Az 5 piros és 1 kék golyóból 6 sorozat (lánc) készíthető, de ezek a hatszög hatodrendű forgásszimmetriája miatt egymásba forgathatók:
pppppk ( ppppkp ( pppkpp ( ppkppp ( pkpppp ( kppppp.

A 6 sorozat ekvivalens, vagyis egyetlen kört (karkötőt) határoz meg.

Harmadik megoldás (a kör megszakítása):
Ha kivesszük a kék golyót a körből, a maradék 5 piros golyó egyetlen láncot ad.
Ugyanez másképpen:
Ha kiveszünk egy piros golyót a körből, a maradék 4 piros és 1 kék golyó öt láncot határoz meg. Mivel a kivett piros golyó 5 közül választható ki, az eredmény 
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1.5. feladat: Hányféleképpen lehet 5 piros és 2 kék, egyforma méretű golyóból karkötőt készíteni?

Első megoldás (elemi leszámolás): Három karkötő van. A két kék golyó lehet szomszédos, vagy lehet közöttük 1, ill. 2 piros golyó. (Ha pl. 3 piros golyó van közöttük, akkor a szemköztes íven csak 2, s ezt már számoltuk.)
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Második megoldás (forgásszimmetria):
Az 5 piros és 2 kék golyóból 
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 = 21 lánc készíthető, azonban a hétszög hetedrendű forgásszimmetriája miatt minden körben 7 láncot számoltunk, így 
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 = 3 karkötő van. Az ekvivalens sorozatokkal felírva ezek:
1. pppppkk ( ppppkkp ( pppkkpp ( ppkkppp ( pkkpppp ( kkppppp ( kpppppk;

2. ppppkpk ( pppkpkp ( ppkpkpp ( pkpkppp ( kpkpppp ( pkppppk ( kppppkp;
3. pppkppk ( ppkppkp ( pkppkpp ( kppkppp ( ppkpppk ( pkpppkp ( kpppkpp.
Harmadik megoldás (a kör megszakítása):
Ha kiveszünk egy kék golyót a körből, a maradék 5 piros és 1 kék golyó 6 láncot határoz meg. Mivel a kivett kék golyót 2 közül választhatjuk ki, az eredmény 
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Ugyanez másképpen:
Ha kiveszünk egy piros golyót a körből, a maradék 4 piros és 2 kék golyó 
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 = 15 láncot határoz meg. Mivel a kivett piros golyó 5 közül választható ki, az eredmény 
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1.6. feladat: Hányféleképpen lehet 10 piros és 3 kék, egyforma méretű golyóból karkötőt készíteni?

Első megoldás:
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 = 286 lánc készíthető. A forgásszimmetria miatt minden körben 13 láncot számoltunk, pl. pppkpkppppppk ( ppkpkppppppkp ( pkpkppppppkpp stb., így 
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 = 22 karkötő van.

Második megoldás:
Ha kiveszünk egy kék golyót a körből, a maradék 10 piros és 2 kék golyó 
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 = 66 láncot határoz meg. Mivel a kivett kék golyót 3 közül választhatjuk ki, az eredmény 
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Persze ha egy piros golyóval szakítjuk meg a láncot, ugyanezt az eredményt kapjuk: 
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Megjegyzés: Megfogalmazhatjuk a sejtést: p darab piros és k darab kék golyóból készíthető karkötők száma 
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. (Vagy a másik megoldási módszerrel ugyanez az eredmény: 
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 .) Sajnos ez a sejtés általánosan nem igaz, lsd. 1.8. feladat.
1.7. feladat: Hányféleképpen lehet 4 piros, 3 kék és 2 sárga, egyforma méretű golyóból karkötőt készíteni?

Első megoldás: 
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Második megoldás: Pl. egy sárga golyó kivételével megszakítjuk a kört: 
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1.8. feladat: Hányféleképpen lehet 4 piros és 2 kék, egyforma méretű golyóból karkötőt készíteni?

Első megoldás (hibás): A 
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 darab láncot 6-tal osztjuk a forgásszimmetria miatt. Az így kapott 
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 érték azonban nem egész szám.
Második megoldás: Nézzük meg, hogy a 
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 = 15 lánc hány kört határoz meg!
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1. ppppkk ( pppkkp ( ppkkpp ( pkkppp ( kkpppp ( kppppk; 

2. pppkpk ( ppkpkp ( pkpkpp ( kpkppp ( pkpppk ( kpppkp;
3. ppkppk ( pkppkp ( kppkpp.
Vagyis 3 kört kaptunk.

A 3. típusú láncokkal „van baj”, itt csak három ekvivalens sorozat van. A hatszöget tekintve ekkor a két kék golyó szemköztes helyzetű, s ezen láncok közül csak három határozza meg ugyanazt a kört.
1.9. feladat: Tegyük fel, hogy n darab egyforma méretű golyóból (közülük p darab piros és k darab kék, p + k = n) karkötőt készítünk. Milyen p, k, n értékekre igaz, hogy 
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Megoldás: Ha p és k relatív prímek (s ekkor persze mindketten relatív prímek n-hez is.)

Ha p-nek és k-nak lenne 1-nél nagyobb közös osztója, pl. d, akkor ez a kiszámítási mód nem használható. Ugyanis az n-hosszú láncot felépíthetjük d darab egyforma részláncból, s ekkor ebből a típusú láncból n-nél kevesebb határozza meg ugyanazt a kört.
Konkrét példa p = 4, k = 6, n = 10-re (d = 2): a ppkkkppkkk típusból csak 5 darab van.

Ha p és n relatív prímek, akkor legyen a forgatás szöge 
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, s kövessük nyomon pl. az n. helyen lévő piros golyó útját! A forgatásnál piros golyó mindig olyan helyre kerül, ahol szintén piros golyó volt. Az n. helyről a golyó az m. helyre kerül, onnan a 2m. helyre és így tovább. (Természetesen 2m, 3m stb. csak mod n értendő, hiszen lehetséges, hogy közben átléptünk egy teljes kört.) 
Ha m és n nem relatív prímek, akkor - esetleg néhány teljes körbefordulás után - a piros golyók sorozata záródik, de a darabszámuk nem lehet relatív prím n-hez. Ha pedig m és n relatív prímek, akkor - mivel m és n legkisebb közös többszöröse m(n - a piros golyó csak akkor kerül vissza eredeti helyére, ha már minden közbülső helyet érintett.

1.10. feladat: Hányféleképpen lehet 4 piros és 4 kék, egyforma méretű golyóból karkötőt készíteni?
Első megoldás: Ha a négy kék golyó szomszédos, egy megoldás van.

[image: image35.emf] 


Ha csak három szomszédos kék golyó van, akkor három kört kapunk (a tengelyes tükrözés vagy térbeli elforgatás nem megengedett művelet).
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Ha két - két kék golyó szomszédos:

[image: image37.emf] 


Ha csak egy kék szomszédos golyópár van:


[image: image38.emf] 


Végül ha nincsenek szomszédos kék golyók: 


[image: image39.emf] 


Összesen 10 megoldás van.

Második megoldás: Összesen 
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 = 70 lánc készíthető. Nézzük meg, melyek azok az ekvivalens sorozatok, amelyek nem nyolcadmagukkal határoznak meg egy kört!

1. ppkk duplázása és elforgatottjai:

 ppkkppkk ( pkkppkkp ( kkppkkpp ( kppkkppk: 4 darab;

2. pkpk duplázása és elforgatottjai:

pkpkpkpk ( kpkpkpkp: 2 darab.

Tehát a 70 lehetséges láncból kivonva a fenti 6-ot, a maradék 64 lánc nyolcasával határoz meg egy kört, s ezeken kívül a fenti két kör keletkezik még. Vagyis az eredmény: 
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1.11. feladat: Egy 4 egység oldalú négyzetet 16 darab egységnégyzetre bontottunk fel. Minden egységnégyzetbe egy piros vagy egy kék korongot helyezünk. Hányféleképpen tehetjük meg ezt, ha az azonos színű korongok nem különböztethetők meg egymástól, és azok az elrendezések, amelyek a négyzet síkjában való elforgatással egymásba vihetők, azonosnak számítanak?

Megoldás: A feladatot úgy is megfogalmazhatjuk, hogy meghatározandó azon 4x4-es táblázatok száma, amelyek mezőit két színnel színezzük ki.

Tekintsük külön a speciális színezéseket!

1. A 90°-os forgatással egymásba vihető színezések száma 24; pl. a bal felső 4x4-es résztáblázatot tetszőlegesen színezhetjük, a többi mező színe ebből már következik. (Az ábrán a 2x2-es résztáblázatokat összevontuk.) 
	a
	a

	a
	a


2. A 180°-os forgatással egymásba vihető színezések száma 28, hiszen pl. a táblázat egyik felét színezhetjük tetszőlegesen. Tehát azon színezések száma, amelyek 180°-os forgatással egymásba vihetők, de 90°-os forgatással nem, 28 – 24. Az így kapott értéknek azonban csak a fele határoz meg lényegesen különböző színezést: pl. az alábbi két táblázat egymásba forgatható.
	a
	b
	
	b
	a

	b
	a
	
	a
	b


A lényegesen különböző színezéseket megkapjuk, ha az összes színezésből kivonjuk a speciális típusokat, a maradéknak vesszük a negyedrészét (a negyedrendű forgásszimmetria miatt), majd a kapott eredményhez hozzáadjuk a speciális típusok számát. 

Eredmény: 
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 = 214 – 26 + 24 + 27 – 23 = 214 + 26 + 23.
2. Permutációk 

Az alábbi feladatokban a permutációkkal végzett transzformációkat vizsgáljuk, s megismerjük a ciklikus írásmódot.
2.1. feladat: Kilenc madarat kell - egy üres kalitka segítségével - úgy átköltöztetni, hogy mindegyik madár előírt kalitkába kerüljön. Megengedett művelet bármely madár átköltöztetése az éppen aktuális üres kalitkába. Legalább hány átköltöztetésre van ehhez szükség az alábbi esetekben? A madarak sorrendjét az 1 2 3 4 5 6 7 8 9 kalitkasorrendhez képest adjuk meg.

a) 7 9 4 5 1 2 6 3 8;
b) 3 7 8 5 6 4 1 9 2;
c) 3 8 4 1 7 5 6 9 2.

Megoldás:
A madarak 7 9 4 5 1 2 6 3 8 sorrendje azt jelenti, hogy az 1-es madár kalitkájában a 7-es madár van, a 2-es kalitkájában a 9-es madár stb. Tehát az 1 2 3 4 5 6 7 8 9 számok egy permutációjáról van szó, amit így jelölhetünk: 
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a) Az 1-es madárnak a 7-es helyére kell kerülni, a 7-esnek a 6-os helyére és így tovább. Az 1 ( 7 ( 6 ( 2 ( 9 ( 8 ( 3 ( 4 ( 5 ( 1 ciklust kapjuk. A 9 hosszú kör 10-lépéses költöztetést jelent, pl. 0-val jelölve az üres kalitkát egy lehetséges megoldást az alábbi táblázatból olvashatunk ki (megvastagítottuk az éppen átköltöztetett madár sorszámát):
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Kevesebb lépés nem elég: a kezdőlépés után még legalább 9 lépés kell a 9-hosszú ciklus miatt.

b) 
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Az 1 ( 3 ( 8 ( 9 ( 2 ( 7 ( 1  és  4 ( 5 ( 6 ( 4 ciklusok miatt 1 + 6 és 1 + 3, összesen 11 lépésre van szükség.
Az első ciklust pl. sorban az 1, 7, 2, 9, 8, 3, 1 madarak mozgatásával, a másodikat pl. a 4, 6, 5, 4 lépésekkel hozhatjuk létre.
Persze más megoldás is van. Pl. az 1, 7, 2, 9, 8, 3 lépések után nem az 1-es madarat költöztetjük vissza, hanem az ő kalitkájának segítségével kezdünk új ciklust, pl. a 4-es madárral. De ezekben az esetekben is igaz, hogy minden ciklus létrehozására a ciklus hossza + 1 lépés feltétlenül szükséges, így 11 lépés biztosan kell.
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Az 1 ( 3 ( 4 ( 1,  2 ( 8 ( 9 ( 2  és  5 ( 7 ( 6 ( 5 ciklusok miatt legalább 3((1 + 3) = 12 lépésre van szükség.

Megjegyzések: 

1. Általában is mondhatjuk, hogy egy n elemű permutáció „kalitkás-rendezéséhez” a lépések minimális száma n + c, ahol c a permutáció ciklusainak száma. 

2. A diákokkal definiáltuk a permutációk ciklikus írásmódját:
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 = (176298345), 
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 = (138927)(456), 
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 = (134)(289)(576).
3. Megbeszéltük, hogy tartalmi szempontból a permutációk első sorában lényegtelen az elemek sorrendje: 
[image: image49.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

1

3

3

2

1

 = 
[image: image50.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

3

2

1

1

3

2

, s a ciklikus felírásban is pl. 
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4. A permutációk egymásutánja (szorzata) ismét permutáció. A művelet mindkét jelöléssel viszonylag könnyen elvégezhető, s néhány érdekes tulajdonsága van (lásd később).

2.2. feladat: Bergengócia elnöke titkosított üzenetet küld a szomszédos baráti országba, Kukutyinba. A titkosítás lényege, hogy a szöveget tízes csoportokra bontják, s egy-egy csoporton belül a karaktereket permutálják, az alábbi szabály szerint:
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a) Mi lesz a KŐSZEGI  MATEK TÁBOR üzenet kódolt szövege?

b) A (nem matematikus végzettségű) hadügyminiszter úgy gondolja, hogy az így kapott szövegen nemzetbiztonsági okokból célszerű a kódolást még egyszer elvégezni, s ezáltal még jobban összekeverni a betűket. (Bergengóciával ellenséges viszonyban van a másik szomszéd, Nekeresd hercegsége.)
Igen ám, de a titkosszolgálat is hasonló megfontolásokkal él: ők is még egyszer lekódolják a szöveget. Mi történik?

c) Miért?

Megoldás:
a) - b) A kapott kódolt szövegek: 
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Szörnyű dolog történt! A 3. kódolás után egyáltalán nem lett rendezetlenebb a szöveg, a MATEK szó teljes egészében megjelent az üzenetben. Ezt a szöveget Nekeresd matematikus kódfejtői könnyedén megfejtik.
c) 
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 = (089)(127)(3546). A ciklikus felírásból rögtön látszik, hogy a 0, 8, 9, valamint az 1, 2, 7 sorszámú karakterek három lépésenként a helyükre kerülnek. Ez történt a 0, 1, 2, 8, 9 sorszámú karaktrekből álló MATEK szóval is.
Megjegyzések:

1. Mivel minden karakter 3- vagy 4-lépésenként az eredeti helyére kerül, így 12-lépésenként mindig visszaáll az eredeti szöveg.
2. Érdekes kérdés, hogy mi történne, ha a hadügyminiszter 4 (vagy 3, 5, 6 stb.) karakterenként végezne egy további kódolást, pl. a 
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 permutáció alapján.
2.3. feladat: Egy szabályos ötszög minden csúcsát piros vagy kék színnel kiszíneztük. Ezután az ötszöget megtükrözzük az ábra szerinti t szimmetriatengelyre, majd a középpontja körül elforgatjuk 144°-kal. Hány olyan színezése lehetséges az ötszög csúcsainak, amelyeket a két transzformáció egymásutánja (szorzata) önmagába visz?
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Megoldás: Az ötszög csúcsait számozzuk meg az ábra szerint, s vizsgáljuk meg, hogyan hat a két transzformáció szorzata az egyes csúcsokra.
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, így t(f = 
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, vagyis eredményül a 2. csúcson átmenő szimmetriatengelyre való tükrözést kaptuk.

A lehetséges színezések számát a ciklikus felírás segítségével kaphatjuk meg: t = (1)(25)(34), f = (13524), így t(f = (13)(2)(45). Ha  t(f  egy színezett ötszöget önmagába visz, akkor az azonos ciklusban lévő csúcsok színének meg kell egyeznie. Három ciklust kaptunk: (13), (2), (45). Mindegyik két színnel színezhető, a keresett színezések száma 23 = 8.
2.4. feladat: Oldjuk meg az előző feladatot 3 (4, 5, n) szín esetére is!

Megoldás: Könnyen általánosíthatunk, n szín esetén n3 a színezések száma.

2.5. feladat (Pósa Lajos): A közismert MasterMind játék egy változatában az egyik játékosnak 8 különböző színű pálcika sorrendjét kell meghatározni. Miután tippelt, partnere elárulja, hogy hány pálcikának sikerült eltalálni a sorrendbeli helyét. Jelöljük a színeket az 1, 2, … , 8 számokkal.
A játékban eddig két próbálgatás történt. Az első: 5 8 1 3 2 4 7 6, s tudjuk, hogy 5 szín volt a helyén. A második: 7 5 4 3 8 6 2 1, ekkor 4 találat történt. Mit mondhatunk az egyes pálcikák színéről?

Megoldás: Mivel összesen 5 + 4 = 9 találat történt, a 8 pozíció egyikét mindkét tippeléskor eltalálta a játékos. Ez csak a 3-as lehet.
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Minden más pozícióban a két tipp különböző, s mivel 4 + 3 = 7 további találat történt, a fenti táblázat első két sorában mindegyik szám pontosan egyszer van a saját helyén. Vagyis ha az első sorban négy további eltalált számot kijelölünk, a maradék három helyen lévő számok a második sorban ugyanezeken a helyeken találhatók, csak más sorrendben.
A permutáció ciklikus felírása (5728)(146)(3). A második sorban eltalált 3 további pálcika csak az 1, 4, 6 lehet, ezért a pálcikák sorrendje:
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2.6. feladat: Bergengóciában a színes nyakláncok speciális festőgépekkel készülnek. A gépekbe ötféle golyót (piros, kék, sárga, zöld, fehér) lehet bedobni, s a gép típusától függően mindegyik fajta bedobott golyót valamilyen színűre festi (az is előfordulhat, hogy megmarad a golyó színe). 
a) Hányféle festőgép lehetséges?

b) Hány olyan festőgép van, amelyik különböző színű golyókból különböző színűt készít?

Megoldás: a) Mindegyik fajta bedobott golyó ötféle színre változhat, összesen 55 kimenetel lehetséges. Ebben az is benne van, amikor minden golyó pl. piros lesz; vagy azt is számoltuk, amikor mindegyik fajta golyó megtartja a saját színét.

b) Ha a színeket 1, 2, 3, 4, 5 számokkal jelöljük, s mindegyik számhoz szintén az 1, 2, 3, 4, 5 számok valamelyikét rendeljük, a kérdés átfogalmazható: hányféleképpen permutálhatjuk az 1, 2, 3, 4, 5 sorozatot? Eredmény: 5! = 120.
2.7. feladat: Bergengócia festőgépei egymás mögé kapcsolhatók. Ha pl. az A gép minden piros golyót kékre fest, a B gép kék golyót zöldre, akkor az összekapcsolt AB gép pirosból zöldet készít.
a) Azonos típusú festőgépből kettőt egymás után kapcsolva olyan gépet kaptunk, amely minden golyó színét ugyanolyannak hagyta, mint eredetileg volt. Hányféle lehet a kiindulási gép?

b) Hány olyan géptípus van, amelyből néhányat összekapcsolva, a kapott festőgép minden golyó színét ugyanolyannak hagyja, mint eredetileg volt?

Megoldás: a) Az 1, 2, 3, 4, 5 számok olyan permutációit keressük, amelyeket kétszer egymás után alkalmazva az eredeti sorrend áll elő. Ez azt jelenti, hogy a ciklikus felírásban csak 1- vagy 2-hosszú ciklusok szerepelhetnek.
Az alábbi táblázat első két oszlopa az 1-, ill. 2-hosszú ciklusok számát, a negyedik oszlop az összekapcsolt gépek számát tartalmazza; a harmadik oszlopban egy példát adunk, végül az ötödik oszlopban található, hogy az egyes típusokból hány gép van.
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Összesen 1 + 10 + 15 = 26 géptípus van, amelyből kettőt egymás után kapcsolva olyan gépet kapunk, amely minden golyó színét ugyanolyannak hagyja, mint eredetileg volt.
Megjegyzés: A gépek száma a ciklushosszak legkisebb közös többszöröse.

b) Készítsük el a fentihez hasonló táblázatot, s engedjünk meg 3, 4, ill. 5 hosszúságú ciklusokat is!

	1-h.
	2-h.
	3-h.
	4-h.
	5-h.
	pl.:
	gépek száma
	db.

	2
	
	1
	
	
	(1)(2)(345)
	3
	
[image: image60.wmf]2

2

5

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 = 20

	1
	
	
	1
	
	(1)(2345)
	4
	
[image: image61.wmf]!

3

1

5

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 = 30

	
	1
	1
	
	
	(12)(345)
	6
	
[image: image62.wmf]2

2

5

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 = 20

	
	
	
	
	1
	(12345)
	5
	4! = 24


94 darab további gépet kaptunk, számuk összesen 120.

Második megoldás b): Észrevehetjük, hogy a 2.6. feladat b) részének összes gépét megkaptuk. Valóban: bármely permutációt „elég sokszor” végrehajtva, biztosan visszakapjuk az eredeti sorrendet. (Az „elég sok” ez esetben a ciklushosszak legkisebb közös többszörösét jelenti, lsd. 2.2. feladat c) része.)

3. Egy kis csoportelmélet
Pólya tételét mintegy három foglalkozáson keresztül, lépésenként vezettük be. Az alábbiakban felsoroljuk a tétel órai felfedezéséig történt főbb állomásokat.
Egybevágósági transzformációk
3.1. feladat: Adott a síkon egy szabályos háromszög. Hány olyan egybevágósági transzformációja van a síknak, amely a háromszöget önmagába viszi át?
Adjuk meg ezeket a transzformációkat!

Megoldás: Hat egybevágósági transzformáció találtunk: három tengelyes tükrözés, a helybenhagyás és két forgatás. Több nem lehet, hiszen a három csúcsnak csak hat permutációja van.
Megjegyzés: Transzformációk szorzata transzformációt ad. Jelöljük az 1, 2, 3-as csúcson átmenő tengelyekre vonatkozó tükrözéseket t1, t2, t3-mal, a háromszög középpontja körüli 120°, ill. 240°-os forgatásokat f1, f2-vel, a helybenhagyást e-vel.
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Ekkor a műveleti táblázat a következő (a műveleti sorrend balról jobbra értendő, pl. t1f1 = t3, f1t1 = t2): 
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Az egyes transzformációkat reprezentálhatjuk a megfelelő permutációkkal is. Pl.: t1 = 
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 = (1)(23), f1 = 
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 = (123), s ekkor t1f1 = 
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 = (12)(3) = t3, f1t1 = 
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 = (13)(2) = t2 stb.

Mivel a háromszög csúcsai és oldalai az illeszkedésük szempontjából duális helyzetűek, hasonló permutációkat kapunk az oldalakra is.

3.2. feladat: Adott a síkon egy négyzet. Hány olyan egybevágósági transzformációja van a síknak, mely a négyzetet önmagába viszi?

Adjuk meg ezeket a transzformációkat!
Megoldás: Nyolc egybevágósági transzformáció találunk: négy tengelyes tükrözés, a helybenhagyás és három forgatás.

Több transzformáció nem lehet. A négyzet valamelyik oldala (pl. (1, 2)) a leképezés eredményeképp négy másik oldalra kerülhet, s mindegyikre kétféle helyzetben: 4(2 = 8.
Megjegyzés: Jelöljük az ábra szerinti tengelyes tükrözéseket t1, t2, t3, t4-gyel, a négyzet középpontja körüli 90°, 180°, ill. 270°-os forgatásokat f1, f2, f3-mal, a helybenhagyást e-vel.




Ekkor a műveleti táblázat a következő (a műveleti sorrend balról jobbra értendő):
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	t4

	f1
	f1
	f2
	f3
	e
	t4
	t3
	t1
	t2

	f2
	f2
	f3
	e
	f1
	t2
	t1
	t4
	t3

	f3
	f3
	e
	f1
	f2
	t3
	t4
	t2
	t1

	t1
	t1
	t3
	t2
	t4
	e
	f2
	f1
	f3

	t2
	t2
	t4
	t1
	t3
	f2
	e
	f3
	f1

	t3
	t3
	t2
	t4
	t1
	f3
	f1
	e
	f2

	t4
	t4
	t1
	t3
	t2
	f1
	f3
	f2
	e


Transzformációk szorzata
3.3. feladat: Vizsgáljuk meg ezen transzformációk műveleti tulajdonságait!

Megoldás: A műveleti szabályok a háromszög és a négyzet műveleti táblázataiból kiolvashatók.

A művelet tulajdonságai:
- kétváltozós;

- zárt (transzformációk szorzata transzformáció);
- általában nem kommutatív (pl. t1f1 ( f1t1 sem a háromszögben, sem a négyzetben);

- létezik egységelem (ea = ae = a minden transzformációra);

- minden transzformációnak egyértelműen létezik inverze (aa’ = a’a = e);
- asszociatív (vagyis (ab)c = a(bc) minden a, b, c transzformációra);

Az egységelem és inverz elem létezését mindkét oldalról meg kell követelni, hiszen a művelet nem kommutatív.

Az asszociatív tulajdonság a nagyszámú lehetőség miatt nem ellenőrizhető a műveleti táblázat alapján, ezért általános érvelést kell adnunk.

Vigye a t1, t2, t3 transzformáció a P pontot (ill. képét) rendre a P1, P2, P3 pontokba, ekkor (t1t2)t3 eredménye P ( P3 (ábra).
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Vizsgáljuk meg, hogy t1(t2t3) hová képezi le P-t!

Mivel (t2t3) eredménye P1 ( P3, s t1 P-t P1-be viszi, ezért t1(t2t3) alkalmazásakor P szintén P3-ba kerül. Vagyis általában is megkaptuk, hogy (t1t2)t3 = t1(t2t3). 

Ebből az egyszerű gondolatmenetből is látszik, hogy az asszociativitás sokkal általánosabb tulajdonság, mint a kommutativitás. Egyébként az egybevágósági transzformációk a sík pontjai között kölcsönösen egyértelmű leképezést valósítanak meg, s minden síkbeli pont előáll képpontként - ezek a feltételek, mint láttuk, már elégségesek az asszociativitás teljesüléséhez.
3.4. feladat: Mi a transzformációk és pl. a négyszög csúcsai permutációinak kapcsolata?
Megoldás: 

- Minden transzformációhoz egyértelműen rendelhetünk egy permutációt.
- Különböző transzformációkhoz különböző permutációt rendelünk.
- Nem minden permutáció szerepel képként.
(Ez utóbbi tulajdonság pl. a geometriai korlátozásból is következik: szomszédos csúcsok csak szomszédos csúcsokba permutálódhatnak.)
Hasonlót állíthatunk, ha a négyzet csúcsai helyett az oldalait permutáljuk.

A csoport matematikai fogalma
Egy halmaz elemei a halmazon értelmezett művelettel csoportot alkotnak, ha a fenti tulajdonságokból az alábbi négy teljesül:
- egyértelmű és zárt művelet,

- egységelem létezése,
- inverz elem létezése,
- asszociativitás.
Pl. a négyzet egybevágósági transzformációi a transzformációk szorzatával mint művelettel csoportot alkotnak.

A csoport definícióját tág axiómákkal adtuk meg (nem lett volna szükség pl. jobb- és baloldali inverz elemre a definíció során). Ennek oka, hogy a diákok figyelmét az absztrakt algebrai kérdések helyett inkább az érdemi, színezéses problémák felé irányítsuk.
3.5. feladat: Mondjunk példákat további csoportokra!
Megoldás: Előbb a halmazt, majd a műveletet megadva néhány példa:
- <Z, +>, <Q, +>, <R, +>;

- <Q/{0}, *>, <R/{0}, *>, <Q+/{0}, *>, <R+/{0}, *>;
- <maradékosztályok mod m felett, +>;

- <vektorok, +>;
- szabályos n-szöget önmagába vivő leképezések;
- n elem összes permutációja, a permutációk szorzatára nézve.
Ez utóbbi az n-edrendű permutációcsoport.

3.6. feladat: Vizsgáljuk meg, hogy az n-edrendű permutációcsoport esetén teljesülnek-e a csoportaxiómák!

Megoldás: Az n-edrendű permutációcsoportnak n! számú eleme van. Mivel n-edrendű permutációk szorzata is n-edrendű permutáció, a zártság teljesül. Egységelem nyilván az 
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 permutáció, az inverz elemhez sorcserével jutunk, végül az asszociativitás a geometriai transzformációkhoz hasonlóan adódik. (A permutációkat transzformációkként is értelmezhetjük.)
Részcsoportok
Részcsoportnak a csoport elemeinek olyan részhalmazát nevezzük, amelyben teljesülnek a csoportaxiómák.
3.7. feladat: Keressük meg néhány részcsoportját az alábbi csoportoknak!

a) Szabályos háromszöget önmagába átvivő transzformációk;

b) négyzetet önmagába átvivő transzformációk;
c) negyedfokú permutációcsoport!

Megoldás:
a) {e}, {e, t1}, {e, t2}, {e, t3}, {e, f1, f2}; {e, f1, f2, t1, t2, t3};
b) {e}, {e, t1}, {e, t2}, {e, t3}, {e, f1, f2, f3}, {e, t1, t2, f2}, {e, f1, f2, f3, t1, t2, t3, t4};
c) pl. az 1-et helybenhagyó permutációk: {1, 4, 3, 2}, {1, 2, 4, 3} stb.
A fenti részcsoportok elemszámát vizsgálva az a sejtésünk támad, hogy a részcsoport elemszáma osztja a csoport elemszámát. 
3.8. feladat: Bizonyítsuk be Lagrange tételét: a részcsoport elemszáma osztója a csoport elemszámának.
Megoldás: Érdemes egy konkrét példán keresztül vizsgálni, miért is teljesül az állítás.

Induljunk ki a szabályos háromszöget önmagába átvivő transzformációk {e, t1} részcsoportjából. Ha a részcsoport két elemét megszorozzuk jobbról pl. t2-vel, a {t2, f2} részhalmazt kapjuk. Folytassuk a beszorzást további, még nem szerepelt elemmel, pl. t3-mal! Az {e, t1} részcsoport két elemét jobbról megszorozva t3-mal, a {t3, f1} részhalmazt kapjuk. Így a szabályos háromszög transzformációs csoportját három, páronként közös elem nélküli két elemű részhalmazra bontottuk:

{e, t1}:  ( )(t2 ( {t2, f2},

{e, t1}:  ( )(t3 ( {t3, f1}.

A kapott halmazokat az {e, t1} jobboldali mellékosztályainak nevezzük. Azt fogjuk megmutatni, hogy a mellékosztályokra bontás általában is végrehajtható. A bizonyítást három lépésben végezhetjük.

1. Ha a részcsoport elemeit jobbról megszorozzuk egy külső elemmel, különböző elemeket kapunk.
Bizonyítás: Ha ugyanis ac = bc lenne, jobbról szorozva c inverzével
(ac)c’ = (bc)c’ ( a(cc’) = b(cc’) ( ae = be ( a = b

következne. Tehát ha a ( b, akkor ac ( bc.

2. Mutassuk meg, hogy a beszorzással kapott mellékosztálynak nincs közös eleme a részcsoporttal!

Ha H = {h1, h2, ... , hk} valódi részcsoportja a G csoportnak és g1 ( G, g1 ( H, akkor a H1 = {h1g1, h2g1, ... , hkg1} és H halmazoknak nincs közös eleme.

Bizonyítás: Az 1. lépés miatt H1 elemei különböznek. Ha indirekt feltesszük, hogy hig1 = hj, akkor balról szorozva hi inverzével 
hi’(hig1) = hi’hj ( (hi’hi)g1 = hi’hj ( eg1 = hi’hj ( g1 = hi’hj,

ez pedig ellentmondás, hiszen g1 ( H, hi'hj ( H.

3. Meg kell még mutatni, hogy a beszorzással kapott új mellékosztálynak a korábbi mellékosztályokkal sincs közös eleme.

Ha g2 ( G, g2 ( H, g2 ( H1, akkor a H2 = {h1g2, h2g2, ... , hkg2} és H1 halmazoknak  nincs közös eleme.
Bizonyítás: Ha indirekt feltesszük, hogy hig2 = hjg1, akkor balról szorozva hi inverzével 
g2 = hi'(hjg1) = (hi'hj)g1 
lenne, ami ellentmondás: (hi'hj)g1 ( H1, g2 ( H1.

Megjegyzések:

1. Néhány kérdés felvetődik, ezekre itt nem térünk ki. Pl.:

- Milyen mellékosztályokat kapunk, ha más elemekkel (vagy más sorrendben) végezzük el a beszorzásokat?

- Mi történik, ha a beszorzásokat részcsoportbeli elemmel végezzük?

- Mi történik, ha a beszorzásokat balról végezzük?
- Különböznek-e a jobb- és baloldali mellékosztályok?

2. Véleményem szerint a fenti absztrakt bizonyítást teljes egészében el kell végezni a foglalkozásokon. Módszertani szempontból nagyon fontos, hogy Lagrange tételét (vagyis a mellékosztályokra bontás technikáját) világosan értsék a diákok. Amikor Pólya tételét levezetjük, erre a tudásra készségszinten van szükség. (Pl. 4.3. és 4.6. feladatok.)
4. Pólya György tételének speciális esete
A leszámolási technikát nevezik Pólya - de Bruijn -vagy Pólya - Redfield - módszernek is. A megoldási lépéseket ismét egy konkrét példán keresztül érdemes végezni.
4.1. feladat: Egy négyzet csúcsait piros vagy kék színűre színezzük. Hányféleképpen lehetséges ez? (Nem tekintünk két színezést különbözőnek, ha forgatással vagy tükrözéssel egymásba vihetők.)
Első megoldás (elemi): A piros golyók száma szerint vizsgálva (0, 1, 2, 3, 4 piros golyó) rendre 1, 1, 2, 1, 1 lényegesen különböző színezés van, összesen 6. 
A második megoldást majd Pólya-tételével végezzük el.

4.2. feladat: Soroljuk osztályokba a nem lényegesen különböző színezéseket!

Megoldás: A négyzet csúcsait önmagába átvivő egybevágósági transzformációk G csoportja:




e = (1)(2)(3)(4),

f1 = (1234), f2 = (13)(24), f3 = (1432),

t1 = (1)(3)(24), t2 = (13)(2)(4), t3 = (12)(34), t4 = (14)(23).

Az 1234 csúcsok lehetséges színezései 16 elemű ismétléses variációt alkotnak, ezek:
v1 = pppp,

v2 = pppk, v3 = ppkp, v4 = pkpp, v5 = kppp,

v6 = ppkk, v7 = pkpk, v8 = pkkp, v9 = kppk, v10 = kpkp, v11 = kkpp,
v12 = pkkk, v13 = kpkk, v14 = kkpk, v15 = kkkp,
v16 = kkkk.

Ezek a variációk nem adják meg a feladat megoldásait, hiszen közöttük ekvivalens színezések is vannak (tehát amik forgatással vagy tükrözéssel egymásba vihetők.) Soroljuk azonos halmazba az ekvivalens színezéseket:

{v1}, {v16}, {v7, v10}, {v2, v3, v4, v5}, {v6, v8, v9, v11}, {v12, v13, v14, v15}.

Osztályfelbontásként 6 halmazt kaptunk, ennyi a lényegesen különböző színezések száma. A kapott halmazok számát jelöljük m-mel, ez a feladat megoldása: m = 6. 
Mi az osztályba sorolás és a tanszformációk kapcsolata?

A t transzformáció a vi színezést átviszi a vj-be, ha a transzformációt a vi módon kiszínezett négyzetre alkalmazva a vj módon kifestett négyzetet kapjuk.

Összetartozó (v, t) párok száma

Ha a t transzformáció a v színezést önmagába viszi át, akkor a (v, t) párt összetartozónak nevezzük. A továbbiakban egy nagyon szép ötletet valósítunk meg: kétféleképpen is meghatározzuk az összetartozó (v, t) párok számát, s ezen értékek egyenlőségéből következtetünk a megoldások m számára (ami a lényegesen különböző színezések osztályainak számát jelenti).
Először

4.3. feladat: Határozzuk meg az összetartozó (v, t) párok számát úgy, hogy minden egyes színezéshez keressük meg azokat a transzformációkat, amelyek a festési módot önmagába viszik át! 

Megoldás: Rögzített v-hez keressük meg a hozzátartozó transzformációk számát; osztályonként haladunk.

A {v1} és {v16} osztályok esetén:

Ezeket a színezéseket minden transzformáció önmagába viszi, 8 + 8 összetartozó (v, t) pár van.
A {v7, v10} osztály esetén:
v7-et  v7-be négy transzformáció viszi (jelölés: v7 ( v7): e, f2, t1, t2.
Jegyezzük meg, hogy v7 ( v10: f1, f3, t3, t4.

Hasonlóan:
v10 ( v10: e, f2, t1, t2 (ez is négy darab),

v10 ( v7: f1, f3, t3, t4.

Tehát a {v7, v10} osztály esetén 4 + 4 = 8 összetartozó (v, t) pár van.
Nézzük meg még pl. a {v2, v3, v4, v5} osztályt:

v2 ( v2: e, t2;

v2 ( v3: f3, t3;

v2 ( v4: f2, t1;

v2 ( v5: f1, t4,
stb.

A fenti példák alapján megfogalmazhatjuk a sejtést: minden megoldási osztályhoz 8 darab összetartozó (v, t) párt találunk. Azért 8-at, mert a  transzformációs csoport elemszáma ennyi. (Jelölés: (G( = 8.)
A bizonyításhoz elég megmutatnunk, hogy mindegyik osztály esetén valamely részcsoport szerinti mellékosztály-felbontásról van szó. Nézzük pl. a {v7, v10} osztályt, s gondoljuk át a következő állításokat:
- a G transzformációs csoport minden eleme v7-et csak önmagába vagy v10-be viheti;
- G azon elemei, amelyek egy rögzített v színezést önmagába visznek, részcsoportot alkotnak;
- jobb oldali mellékosztályokat kapunk;

- minden mellékosztályt megkapunk.

Az első két állítás nyilvánvaló. Az utolsó két állításhoz nézzünk egy példát: pl. f2: v7 ( v7 és f1: v7 ( v10 típusú, emiatt f2f1: v7 ( v10 típusú lesz, s valóban jobboldali mellékosztályokat kapunk.
Tehát az összetartozó (v, t) párok száma m((G( = m(8. (Mint fentebb láttuk, itt (G(a csoport elemszámát, m a lényegesen különböző színezések számát jelenti; ennek meghatározása a tulajdonképpeni feladat.)

Másodszor
4.4. feladat: Határozzuk meg az összetartozó (v, t) párok számát úgy, hogy minden egyes transzformációhoz keressük meg a hozzátartozó színezések számát!

Megoldás: A transzformáció során az egymásba átmenő csúcsoknak ugyanolyan színűeknek kell lenniük. Ha a transzformációt ciklusok szorzatára bontjuk, az egy ciklusba tartozó elemeknek azonos színűeknek kell lenniük. 

A transzformációk típusai és azon színezések száma, amelyeket a transzformáció önmagába visz: 

	trf.
	típus
	jelölés
	db.

	e
	(1)(2)(3)(4)
	x14
	24 = 16

	f1
	(1234)
	x41
	21 = 2

	f2
	(13)(24)
	x22
	22 = 4

	f3
	(1432)
	x41
	21 = 2

	t1
	(1)(3)(24)
	x21x12
	21(22 = 8

	t2
	(13)(2)(4)
	x21x12
	21(22 = 8

	t3
	(12)(34)
	x22
	22 = 4

	t4
	(14)(23)
	x22
	22 = 4

	
	
	
	össz: 48


Ezzel a módszerrel az összetartozó (v, t) párok száma 48.

4.5. feladat: Oldjuk meg a 4.1. feladatot (négyzet csúcsainak színezése két színnel) Pólya tételének segítségével is!
Második megoldás (Pólya): Az összetartozó (v, t) párok számát kétféleképpen is meghatároztuk, ezek egyenlőségéből 8m = 48, így m = 6. A lényegesen különböző színezések száma 6.
Megjegyzés: Egyelőre nem látni, hogy az elemi meggondolásoknál miért előnyösebb a Pólya-féle leszámolás alkalmazása; a transzformációs csoport permutációinak felírása elég sok munkával jár.
Ciklikus index
A permutációk típusainak jelölésére bevezethetjük a 4.4. feladat megoldásában felírt fenti táblázat harmadik oszlopában lévő xij szimbólumot. xij jelentése: a permutációban i hosszú ciklusból j darab van. (A j = 1 kitevőt nem szükséges kiírni.) Ezzel a jelöléssel egyszerűbbé tehetjük a számolást.

Ezen változók összegzéséből elkészíthetünk egy polinomot: 
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. Ennek szemléletes jelentése: ha az xi változók helyébe 2-t (a színek számát) helyettesítjük, megkapjuk az összetartozó (v, t) párok számát. Ha pedig a polinomot megszorozzuk 
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-vel, a lényegesen különböző színezések számát kapjuk.
A fenti G csoport ciklikus indexének az ily módon elkészített polinomot nevezzük: 
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Megjegyzés: Megkaptuk tehát Pólya György módszerét. Ennek lényege a 2-színnel színezett alakzatokkal kapcsolatos feladatokban a következő: 

- Tekintsük a geometriai transzformációk egy G csoportját. (Példánkban a négyzet összes egybevágósági transzformációját vettük, de gondolatmenetünk akkor is érvényben marad, ha pl. az {e, f1, f2, f3} transzformációkat vizsgáljuk.)

- Ezeket alkalmazva az alakzat egyes objektumaira, egy permutáció-részcsoportot kapunk. (Példánkban a négyzet csúcsait vizsgáltuk.)

- Elkészítjük az alakzat objektumainak G-re vonatkozó ciklikus indexét.

- A lényegesen különböző színezések számát megkapjuk, ha a ciklikus index minden változója helyébe 2-t helyettesítünk.

4.6. feladat: Általánosítsuk a 4.1. feladatot! Egy négyzet csúcsait piros, kék vagy sárga színűre színezzük. Hányféleképpen lehetséges ez? (Nem tekintünk két színezést különbözőnek, ha forgatással vagy tükrözéssel egymásba vihetők.)

Első megoldás (elemi): Egy színt felhasználva 3(1, pontosan két színt felhasználva 
[image: image73.wmf]4

2

3

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

, mindhárom színt felhasználva 
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 lehetőség adódik, összesen 21 négyzet készíthető.

Második megoldás: Alkalmazható-e Pólya tétele? Számoljuk össze ismét az összetartozó (v, t) párokat!



A színezésekhez tartozó transzformációk:

Az ismétléses variációk száma 34 = 81. Pl. a v1 = 
[image: image75.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

p

s

k

s

4

3

2

1

 = sksp színezés ekvivalens a v2 = ksps; v3 = spsk; v4 = psks színezésekkel. Így {v1, v2, v3, v4} egy osztályt (egy tényleges megoldást) ad. Nézzük meg, hogy ehhez az osztályhoz hány összetartozó (v, t) párt találunk!
v1 ( v1: e, t2,
v1 ( v2: f3, t3,
v1 ( v3: f2, t1,
v1 ( v4: f1, t4;
stb.
A struktúra teljesen hasonló ahhoz, amit a 4.3. feladatban észrevettünk. Az {e, t2} részcsoport mellékosztályait kapjuk, vagyis osztályonként ismét (G( számú (v, t) összetartozó pár van.
A transzformációkhoz tartozó színezések:

Mely színezéseket viszi önmagába pl. a t1 = (1)(3)(24) transzformáció? Világos, hogy az egy cikluson belüli elemeknek ismét azonos színűeknek kell lenniük. Minden ciklust 3-féleképpen színezhetünk, az összetartozó (v, t1) párok száma 33.
Vagyis 3 színnel színezve a csúcsokat, az összetartozó (v, t) párok számát megkapjuk, ha az 
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 kifejezésben minden változó helyébe 3-at helyettesítünk.
Azt kaptuk, hogy Pólya tétele általában is alkalmazható. Három színnel színezve a négyzet csúcsait, 

(34 + 2(32(3 + 3(32 + 2(3) = 21 nem ekvivalens festési mód van.
Megjegyzés: Most már látszik a tétel előnye. Az elemi megoldás a színek számának növelésével egyre bonyolultabbá válik, míg a Pólya-módszer alkalmazása nem követel több munkát.
4.7. feladat: Általánosítsuk a 4.1. feladatot! Egy négyzet csúcsait n különböző színnel színezhetjük ki. Hányféleképpen lehetséges ez? (Nem tekintünk két színezést különbözőnek, ha forgatással vagy tükrözéssel egymásba vihetők.)

Megoldás: Az 
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 ciklikus index változóinak helyébe n-et helyettesítünk. A lényegesen különböző színezések száma 
[image: image78.wmf](

)

n

2

n

3

n

2

n

8

1

2

3

4

+

+

+

.
5. A Pólya-tétel alkalmazásai
A fentiek értelmében ezután tulajdonképpen a ciklikus index meghatározása lesz a fő feladat. Ciklikus indexe egy csoportnak van; tehát a műveletek és az elemek együttesen jellemzőek. (Nem mondhatunk olyat pl., hogy „a kocka ciklikus indexe”; helyesen „a kocka lapjainak ciklikus indexe” vagy „a kocka éleinek ciklikus indexe” formát kell használni. Sőt, a transzformációkat is jelezni kell: „a négyzet csúcsainak az egybevágósági transzformációkra vonatkozó ciklikus indexe” vagy „a háromszög éleinek a forgatásokra vonatkozó ciklikus indexe” stb.)

5.1. feladat: Egy kocka mindegyik lapját piros vagy kék színűre színezzük. Hányféleképpen lehetséges ez? Két festési módot akkor tekintünk különbözőnek, ha nincs olyan térbeli mozgatás (merev testekkel végrehajtható geometriai transzformáció), mely az egyik színezési módot a másikba viszi át.

Első megoldás (elemi): A leszámolást pl. a piros lapok száma szerint végezhetjük.
0 (vagy 6) piros lap: 1 eset;
1 (5) piros lap: 1 eset;
2 (4) piros lap: 2 eset (a két lap lehet szomszédos vagy szemköztes);

3 piros lap: 2 eset (vagy egy csúcsban találkoznak, vagy van két szemköztes piros lap). 
Összesen (1 + 1 + 2)(2 + 2 = 10 színezés van..
Második megoldás (Pólya): A kockát önmagába átvivő mozgatások csoportja 24 elemű (mind a 6 lapot átvihetjük egy kijelölt lapba, és a rögzítés után negyedrendű forgásszimmetrikus a test).
A lapok mozgása:

- helybenhagyás: 1 darab transzformáció, típusa x16; 

- szemközti lapközéppontokat összekötő egyenesek körüli 180°-os forgatás: 3 darab van belőlük, típusuk x12x22;
- szemközti lapközéppontokat összekötő egyenesek körüli  90°-os és 270°-os forgatás: 6 darab, típusuk x12x41;
- szemközti élfelezőpontokat összekötő egyenesek körüli 180°-os forgatás: 6 darab, típusuk x23;
- szemközti csúcsokat összekötő egyenesek (testátlók) körüli 120°-os és 240°-os forgatás: 8 darab, típusuk x32. 
A ciklikus index 
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, a lényegesen különböző színezések száma 

(26 + 3(22(22 + 6(22(2 + 6(23 + 8(22) = 10.

5.2. feladat: Egy kocka mindegyik csúcsát piros, kék vagy sárga színűre színezzük. Hányféleképpen lehetséges ez? Két festési módot akkor tekintünk különbözőnek, ha nincs olyan térbeli mozgatás (merev testekkel végrehajtható geometriai transzformáció), mely az egyik színezési módot a másikba viszi át.

Megoldás: A geometriai transzformációk ugyanazok, mint az előző feladatban, csak most a csúcsokat képezzük le.

A csúcsok mozgása:

- helybenhagyás: 1 darab transzformáció, típusa x18; 

- szemközti lapközéppontokat összekötő egyenesek körüli 180°-os forgatás: 3 darab van belőlük, típusuk x24;
- szemközti lapközéppontokat összekötő egyenesek körüli  90°-os és 270°-os forgatás: 6 darab, típusuk x42;
- szemközti élfelezőpontokat összekötő egyenesek körüli 180°-os forgatás: 6 darab, típusuk x24;
- szemközti csúcsokat összekötő egyenesek (testátlók) körüli 120°-os és 240°-os forgatás: 8 darab, típusuk x12x32.
A ciklikus index 
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, a lényegesen különböző színezések száma 

(38 + 8(32(32 + 9(34 + 6(32) = 333.

5.3. feladat: Oldjuk meg az 1.11. feladatot Pólya módszerével is!
(Egy 4 egység oldalú négyzetet 16 db egységnégyzetre bontottunk fel. Minden egységnégyzetbe egy piros vagy egy kék korongot helyezünk. Hányféleképpen tehetjük meg ezt, ha az azonos színű korongok nem különböztethetők meg egymástól, és azok az elrendezések, amelyek a négyzet síkjában való elforgatással egymásba vihetők, azonosnak számítanak?)
Első megoldás: A transzformációs csoport a helybenhagyásból és három forgatásból áll. Ezek a táblázat 16 mezőjét képezik le, típusaik: e: x116; f1: x44; f2: x28; f3: x44. A ciklikus index 
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, így a lényegesen különböző korongelhelyezések száma 

(216 + 2(24 + 28) = 214 + 26 + 23. 
Természetesen az 1.11. feladat eredményét kaptuk meg.

Második megoldás: Kicsit ügyesebben is eljárhatunk: a négy saroknál lévő 2x2-es résztáblázatot vegyük egy-egy elemnek. Ekkor az eredeti feladat úgy fogalmazható át, hogy ha egy 2x2-es táblázat mezőit (vagy egy négyzet csúcsait) 16-féle színnel színezzük, hányféle lényegesen különöző színezést kapunk?

A transzformációk típusa: e: x14; f1: x41; f2: x22; f3: x41. A ciklikus index 
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, s most minden változó helyébe 16-ot helyettesítünk. Eredmény: 

(164 + 2(161 + 162) = 214 + 26 + 23.
5.4. feladat: Oldjuk meg az 1.10. feladatot Pólya módszerével is!
(Hányféleképpen lehet 4 piros és 4 kék, egyforma méretű golyóból karkötőt készíteni? A forgatással egymásba vihető elrendezések nem különbözők.)
Megoldás: Az összes színezésből kivonjuk a többi, könnyebben számolható, nem szimmetrikus esetet. 
Jelentse fi az 
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 szögű forgatásokat. Ekkor a transzformációk típusai: e: x18; f1 = f3 = f5 = f7: x81; f2 = f6: x42; f4: x24. A ciklikus index 
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, a lényegesen különöző színezések száma 

(28 + 24 + 2(22 + 4(2) = 36.
A könnyen számolható elemi esetek pl. a piros csúcsok száma szerint:

0 (vagy 8) piros csúcs: 1 eset;
1 (7) piros csúcs: 1 eset;
2 (6) piros csúcs: 4 eset;
3 (5) piros csúcs: 
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 = 7 eset.
Vagyis az egyszerű esetek száma (1 + 1 + 4 + 7)(2 = 26, így a 4 piros - 4 kék eset 36 – 26 = 10-féleképpen valósulhat meg.
Korlátozás az építőelemek számára

5.5. feladat: Próbáljuk meg az 1.10. feladatra közvetlenül is alkalmazni Pólya módszerét! (Hányféleképpen lehet 4 piros és 4 kék, egyforma méretű golyóból karkötőt készíteni? A forgatással egymásba vihető elrendezések nem különbözők.)
Megoldás: A ciklikus indexbe való helyettesítés az összes, pirossal vagy kékkel színezett 8-szöget adja meg. Most csak azokat a színezéseket keressük, amelyekben pontosan 4 piros és 4 kék csúcs van.
Vizsgáljuk meg a transzformációkat!
e: (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8), x18 típus. Nyilván négy csúcsot pirosra, négyet kékre kell színezni, ezt 
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 = 70-féleképpen tehetjük meg. 
f1: (12345678), x81 típus. Az azonos ciklusban lévő elemeknek azonos színűnek kell lenniük, nincs megfelelő színezés.

Hasonló a helyzet az f3, f5, f7 transzformációkkal is.

f2: (1357)(2468), x42 típus. Az egyik ciklus piros, a másik kék, ez 2 lehetőség.

Hasonló a helyzet az f6 transzformációval.

f4: (15)(26)(37)(48), x24 típus. Két ciklus lesz piros, 
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 = 6 eset.

Összesen 70 + 2(2 + 6 összetartozó (v, t) pár van, a színezések száma 
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Ha többfajta objektumot színezünk

5.6. feladat: Hányféle négyzetet készíthetünk, ha csúcsait piros és sárga, éleit piros és kék színnel színezhetjük ki? (Nem tekintjük különbözőnek azokat a színezéseket, amelyek forgatással vagy tükrözéssel egymásba vihetők.)
Megoldás: Ezt a példát nem beszéltük meg a foglalkozásokon, így, kedves Olvasó, házi feladat marad. Jó munkát!
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