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Különleges függvények szerepe a középiskolai matematika tanításában

I. A "különleges függvény" definícióját hiába keresnénk a matematikai lexikonokban. Azokat a függvényeket tekintjük különlegeseknek, amelyek olyan tulajdonságokkal rendelkeznek, olyan tulajdonságúra konstruáljuk őket, amelyekkel a gyakorlatban sűrűn alkalmazott függvények nem rendelkeznek. A különleges függvényeket tételek bizonyításához konstruáljuk, függvénytani fogalmak, tételek jobb megértéséhez, tisztázásához szükségesek. Például a XIX. század elején Ampére és több neves matematikus azon fáradozott, hogy igazolja, minden folytonos függvény, esetleg néhány kivételes ponttól eltekintve, differenciálható. Ezeknek a próbálkozásoknak Weierstrass vetett véget, amikor 1872-ben megjelent cikkében példát közölt egy olyan folytonos függvényre, amely sehol sem differenciálható. Klasszikus példája ez a különleges függvényeknek. [1] 88. oldalán és [2] 162. oldalán is találunk mindenütt folytonos, sehol sem differenciálható függvényre példát. A különböző valós függvénytan könyvekben számos, a fentiekhez hasonló különleges függvénnyel találkozhatunk. Eleinte ugyan a matematikusok nem fogadták egyöntetű lelkesedéssel a különleges függvényeket. Henri Poincaré például a következőt írta: "Régebben, ha egy új függvényt felfedeztek, ezt valami gyakorlati célból tették; ma kimondottan azért találják fel ezeket, hogy atyáink következtetéseire rácáfoljanak, s soha nem is fogják ezeket másra használni." [1].

Pedig a különleges függvényeknek, adott tulajdonságú függvények konstruálásának igen nagy szerepe van a függvénytanban. A középiskolás tankönyvek egy-egy adott tulajdonságú függvényre példát lehetőleg a már korábban megismert függvények közül választanak. Pl.: folytonos de nem differenciálható az 
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 függvény az x = 0 helyen; zérus a deriváltja, de nincs szélsőértéke az 
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 függvénynek az x = 0 helyen. Függvénykonstruálási feladatokat azonban sem a tankönyvben, sem a feladatgyűjteményben nem találnak a tanulók, így nem is csoda, ha a fenti példákon túl az adott tulajdonságokra nem is igen tudnak újabb példát adni. Pedig a fogalmak, tételek jobb megértéséhez, alkalmazni tudásához szükséges, hogy egyszerűbb példákat a tanulók maguk is tudjanak konstruálni. Sokat segít az, ha a tanár sok érdekes, különleges tulajdonságú függvényt mutat be a tanulóknak, olyant is, amelynek megkonstruálását a tanulóktól nem lehet elvárni. A tanár által bemutatott példák és az ezekben található ötletek segítségével a tanulók áltat konstruált különleges függvények kiválóan fejlesztik a függvényszemléletet, segítenek a tételek, fogalmak és azok közötti kapcsolatok teljesebb megértésében, fejlesztik a tanulók absztraháló, lényeglátó és kombinációs képességét.

A továbbiakban két függvénycsoportot mutatok be, amelyek tagjai sok érdekes, különleges tulajdonsággal rendelkeznek, és segítséget nyújthatnak különböző függvénykonstruálásí feladatokhoz.

II. Dirichlet-féle függvények
Az irracionális számok megismerése tizedes tört alak segítségével már első osztályban is történhet. Ezután célszerű megvizsgálni az ún. Dirichlet-féle függvényt:
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Ennek az egyszerű függvénynek már első osztályban sok érdekes tulajdonságát megmutathatjuk. A függvény mindenütt értelmezett, de egyetlen intervallumon sem monoton. Bármely racionális helyen maximuma, bármely irracionális helyen minimuma van. Bár a függvény csak két értéket vesz fel, grafikonját mégsem tudjuk egyetlen intervallumon sem megrajzolni. Harmadik osztályban is jó példa lesz ez a függvény, hiszen, bár mindenütt értelmezett, határértéke egyetlen pontban sem létezik, ezért nyilván egyetlen pontban sem folytonos, bármely pontban másodfajú szakadása van.

Ha a Dirichlet-féle függvényhez hasonlóan racionális és irracionális helyeken különbözőképpen definiáljuk a hozzárendelést, sok érdekes függvényt adhatunk meg.

Az
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függvények páratlan n esetén kölcsönösen egyértelműek, de egyetlen intervallumon sem lesznek monoton növekvők vagy csökkenők. Szélsőértékük sincs egyetlen pontban sem. n = 1 esetén az origóban, és csak ott folytonos a függvény, n = 2, 3, 4, ... esetén az origóban és csak ott folytonosak és differenciálhatók is. A fenti tulajdonságok könnyen igazolhatók. Érdemes néhány szót szólni a fenti függvények ábrázolásáról. Pontosan ábrázolni egyik grafikonját sem tudjuk, de tudunk olyan görbéket rajzolni, amelyek tartalmazzák a grafikon pontjait, csak a görbéknek nem minden pontja fog a grafikonhoz tartozni. A következő néhány függvény esetében még ilyen engedmény árán sem tudjuk megrajzolni a grafikont.

Az ún. Riemann-féle függvény

f: R ( R; 
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érdekes tulajdonsága, hogy minden irracionális helyen folytonos, minden racionális helyen pedig megszüntethető szakadása van.

Ennek igazolására elég belátni, hogy a függvény határértéke bármely 

 pontban 0.

Ha egy tetszőleges valós 

 ponthoz irracionális számsorozattal közelítünk, nyilvánvaló, hogy a függvényértékek nullához tartanak.

Ahhoz, hogy ezt racionális számokból álló sorozatra is igazoljuk, először a következőt mutatjuk meg:

Bármely véges (a; b) intervallum, és bármely N természetes szám esetén az (a; b) intervallumban csak véges sok, N nél kisebb nevezőjű racionális szám van.

Ehhez elég belátni, hogy az 1, 2, ..., N – 1 nevezőjű törtek mindegyikéből csak véges sok tartozhat (a; b) intervallumba. Ez pedig igaz, mert tetszőleges q > 0 nevező esetén a p racionális szám csak akkor van (a; b) intervallumban, ha aq < p < bq. 

Ilyen tulajdonságú p egész szám pedig csak véges sok lehet.

Legyen 

 tetszőleges valós szám, 

, 

 pedig 

-hoz konvergáló, racionális számokból álló sorozat; ( legyen tetszőlegesen kicsi pozitív szám, és N  legyen 

-nál nem kisebb egész szám! Ha xn tart xo-hoz, akkor xo tetszőleges környezetéből az xn sorozatnak csak véges sok tagja maradhat kívül.

Az előző tétel szerint xo tetszőleges véges környezetében csak véges sok N-nél kisebb nevezőjű tört szerepelhet. Azaz majdnem minden n-re 

, vagyis 

. Tehát tetszőleges pozitív ( esetén az 

 sorozatnak csak véges sok, (-nál nem kisebb tagja lesz. Tehát az 

 függvény határértéke bármely xo pontban nulla.

Az előzőhöz hasonlóan konstruálható az

f: R ( R; 
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Ennek a függvénynek az az érdekes tulajdonsága, hogy egyetlen pontban sem lokálisan korlátos. (Egy f függvény egy xo pontban lokálisan korlátos, ha xo -nak van olyan környezete, amelyben f korlátos.) Ezt a tulajdonságot az előző bizonyítás alapján könnyen igazolhatjuk. Sőt elegendő azt belátni, hogy tetszőleges valós xo -hoz konvergáló 

 racionális számsorozatban, xo bármely környezetében tetszőleges M számnál nagyobb nevezők is előfordulnak.

Ismert az a tétel, hogy zárt intervallumon folytonos függvény felveszi szélsőértékeit. Az alábbi korlátos, de nem folytonos függvény egyetlen intervallumon sem veszi fel maximumát.

f: R ( R; 
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Az előző példákban látottak szerint ennek a függvénynek felső határa bármely intervallumon 1, de ezt az értéket a függvény egyetlen pontban sem veszi fel.

Az alábbi, Sierpinski által konstruált függvény megadási módja kissé eltér ugyan a fenti függvényekétől, de rendkívül érdekes tulajdonsága miatt érdemes megvizsgálni ezt a függvényt:

f: R ( R; 
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E függvény grafikonjának pontjai a síkban mindenütt sűrűn helyezkednek el, azaz a sík bármely P(x; y) pontjának bármely környezetében a függvény grafikonjának végtelen sok pontja van.

Először azt kell belátnunk, hogy a fenti hozzárendelés egyértékű, azaz valóban függvény. Ehhez azt kell megmutatnunk, hogy ha egy x valós szám felírható 

 alakban (a és b racionális), akkor ez csak egyféleképpen lehetséges. Ennek belátását az olvasóra bízzuk. Ha ez teljesül, akkor az adott x értékhez valóban csak egyetlen 

 függvényérték tartozik.

Most azt mutatjuk meg, hogy a sík tetszőleges P(x; y) pontjához megadhatók olyan an és bn racionális számsorozatok, hogy



 és 

.

Ha vannak ilyen sorozatok, akkor azokat a következőképpen határozhatjuk meg: szorozzuk meg az első egyenlőséget 2-vel, és vonjuk ki belőle a másodikat, majd a másodikat szorozzuk 2-vel, és az elsőt vonjuk ki belőle. Azt kapjuk, hogy az an, bn sorozatokra a következőnek kell teljesülni: 

, 

. Mivel tetszőleges valós számhoz megadható hozzá konvergáló racionális számsorozat, ezért tetszőleges x; y számpár esetén megadható a fenti feltételeknek eleget tevő an és bn racionális számsorozat. Tehát a sík tetszőleges P(x; y) pontjához a függvénygrafikon pontjainak 

 koordinátákkal meghatározott sorozata konvergál.

III. 

 típusú függvények
A határérték, a folytonosság, a differenciálhatóság témakörben sok érdekes példa konstruálható az 
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 hozzárendelés segítségével. Vizsgáljuk először a következő függvényt:

III./1.
f: 
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Az x = 0 bármely környezetében a függvény "végtelen sok hullámot vet", azaz x = 0 bármely környezetében végtelen sokszor felvesz minden, –1 és 1 közé eső értéket. Az x = 0 pont környezetében a függvény korlátos, de sem jobb oldali, sem bal oldali határértéke nem létezik, ezért nyilván az x = 0 helyen nem is folytonos, viszont mint összetett függvényről belátható, hogy minden más helyen folytonos.

III./2. Az
f: 
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függvény már az origóban is folytonos, hiszen 

, mert 

 korlátos.

Folytonos ugyan a függvény, de nem differenciálható az x = 0 helyen, ugyanis



 nem létezik, mint az előző példában láttuk.

III./3. Az
f: 
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függvény már differenciálható is az x = 0 helyen, és differenciálhányadosa




.


 esetben differenciálhányadosát összetett függvény differenciálási szabálya szerint kaphatjuk: 

, 

. Ez a függvény már mindenütt differenciálható, de azok közé a ritka függvények közé tartozik, amelyeknek differenciálhányadosa nem folytonos. Valóban a differenciálhányados függvénynek az origóban nem létezik a határértéke, hiszen ha x tart nullához, akkor az első tag 

 is nullához tart, a 

 tag viszont bármely 

 és 

 intervallumon minden, –1 és 1 közé eső értéket felvesz. (Megjegyezzük, bár a differenciálhányados nem folytonos, de mint minden derivált függvény, rendelkezik az ún. Bolzano-Darboux-féle tulajdonsággal: azaz ha egy függvény egy intervallum minden pontjában differenciálható, akkor a differenciálhányados függvény bármely két felvett értéke közötti bármely értéket felvesz.)

Az előzők alapján már könnyen beláthatjuk, hogy az 

III./4. Az
f: 
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függvény mindenütt folytonosan differenciálható.

A III./1-4. példák segíthetnek a határérték, folytonosság, differenciálhatóság kapcsolatának megmutatásában:
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A 

 típusú függvények segítségével adhatunk példát olyan függvényre, amelynek egy pontban szélsőértéke van, de deriváltja nem vált előjelet. Tudjuk, hogy a derivált előjelváltása a szélsőérték létezésének elegendő feltétele, de hogy nem szükséges ez a feltétel, arról középiskolában ritkán esik szó. Pedig a fenti függvények ismeretében a tanulók maguk is tudnak megfelelő példát konstruálni. A III./3. példából lesz célszerű kiindulni, ez a függvény már differenciálható, de deriváltja "nagyon ugrál". Próbáljuk olyan másodfokú függvények közé "szorítani", amelyek biztosítják a szélsőérték létezését! Némi próbálgatás után eljuthatunk az

III./5.
f: 
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függvényhez, amely az 
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 függvények között halad, az x = 0 pontban minimuma van. A függvény deriváltja


f': 
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azonban nem vált előjelet az x = 0 pontban, ugyanis ha x tart nullához, akkor 

 is nullához tart, de 

 bármely 

 és 

 intervallumon minden, –1 és 1 közé eső értéket felvesz, ezért nullának nincs olyan jobb, illetve bal oldali környezete, amelyben a derivált pozitív, illetve negatív lenne.

IV. Befejezésül még néhány feladatot kívánok leírni, amelyek a fentiekhez kapcsolódnak, azok segítségével könnyen megoldhatók.

1. Szerkesszen olyan függvényt, amely minden valós számra értelmezett, 

 egyetlen xo pontban sem létezik, de 

 és 

 létezik!

2. Szerkesszen olyan f függvényt, amely minden valós számra értelmezett, egyetlen pontban sem folytonos, de 

 mindenütt folytonos!

3. Mutassuk meg, hogy a Dirichlet-féle függvény periodikus! Milyen számok lehetnek a periódusai, van-e a függvénynek legkisebb periódusa?

4. Adjunk meg olyan függvényt, amely periodikus, nincs legkisebb periódusa, és végtelen sok különböző értéket vesz fel! (KöMaL, 1978. évi 7. szám P. 308.)

5. Hányszor differenciálható az x = 0 pontban az


f: 
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függvény; hány differenciálhányadosa lesz folytonos az x = 0 helyen?

6. Mutassuk meg, hogy az


f: 
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függvénynek az origó bármely környezetében végtelen sok szélsőértéke van, de az origóban nincs szélsőértéke!
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