Geometria versenyfeladatok

1. Egy szimmetrikus trapéz párhuzamos oldalainak hossza 15.3 és 25.2 cm. A hosszabbik párhuzamos oldal végpontjaiból a rövidebbik olyan szög alatt látszik, amelynek tangense 0.75. Számítsuk ki a trapéz területét.

2. Egy szimmetrikus trapéz párhuzamos oldalainak hossza a és b, egyik szára felezőpontjának a másik szárra eső vetülete ennek a szárnak egyik végpontjába esik. Számítsuk ki a trapéz területét.

3. Egy háromszög belsejében felvett tetszőleges ponton át a háromszög oldalaival párhuzamos egyeneseket húzunk. Ezek az egyenesek a háromszög területét hat részre osztják. Mekkora az adott háromszög területe, ha adva van a keletkezett három háromszög területe: t1, t2, t3?

4. Bizonyítsuk be, hogy a hegyesszögű háromszög területe egyenlő a köréje írható kör sugarának és a talpponti háromszög fél kerületének szorzatával.

5. A háromszög oldalait belülről érintő körhöz az a, b, c oldalakkal párhuzamos érintőknek a háromszög belsejében levő szakaszai legyenek rendre a1, b1 ,c1. Bizonyítsuk be, hogy 
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6. a) Bizonyítsuk be, hogy ha (a + b + c)(a + b – c) = 4t, akkor a háromszög derékszögű.
b) Igaz-e az állítás megfordítása?
7. Jelölje f az a és b félegyenesek alkotta szög felezőjét. Egy az a és f félegyeneseket érintő k1 kör a-t az A pontban, egy a b és f félegyeneseket érintő k2 kör b-t a B pontban érinti. Bizonyítsuk be, hogy az AB egyenes a k1 és k2 körökből egyenlő húrokat metsz ki.

8. Egy P pontból két körhöz egy-egy érintőt húzunk. Bizonyítsuk be, hogy ha az érintési pontokat összekötő egyenesből a két kör egyenlő hosszú húrokat metsz ki, akkor a P pontból a körök egyenlő szögekben látszanak.

9. Az ABCD szimmetrikus trapézban AB, CD párhuzamos és AB > CD = AD. Legyen az átlók metszéspontja M, tekintsük a CDM és CDA háromszög beírt körét. 
a) Bizonyítsuk be, hogy a két kör középpontja egyenlő távolságra van a trapéz köré írható kör középpontjától. 

b) Fejezzük ki a távolságot a körülírt kör r sugarával és a BAD szöggel.

10. Egy szimmetrikus trapéz párhuzamos oldalainak hossza a és b, magassága m. Legyen P a szimmetriatengely olyan pontja, amelyből a szárak derékszög alatt láthatók. 
a) Mi a P pontok mértani helye? 
b) Számítsuk ki P távolságát az egyik párhuzamos oldaltól.

11. Bizonyítsuk be, hogy ha az ABC háromszögben a + b =  
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, akkor a háromszög egyenlő szárú.

12. Egy 2 méter átmérőjű, kör alakú biliárdasztal O középpontjától 0.5 méterre fekvő P pontban van egy biliárdgolyó. A golyót úgy kell ellökni, hogy kétszeri visszaverődés után ismét P-n haladjon át. Mekkora szöget zár be ez esetben az ellökés iránya a PO iránnyal?

13. A PTS háromszög P-nél levő szöge 60°. Fejezzük ki annak a körnek a sugarát PT-vel és PS-sel, amely a T pontban érinti a PT egyenest és átmegy az S ponton.

14. Bizonyítsuk be, hogy ha egy négyszög középvonala egyenlő a másik két oldal számtani közepével, akkor a négyszög trapéz.

15. Bizonyítsuk be, hogy bármely konvex négyszögnek van olyan csúcsa, melyből induló oldalakat paralelogrammává egészítve ki, e paralelogrammát a négyszög tartalmazza.

16. Az ABC szabályos háromszög A csúcsának a BC oldalra vonatkozó tükörképe körül a B csúcson átmenő kört rajzolunk. Bizonyítsuk be, hogy a kör tetszés szerinti P pontját A-val, B-vel és C-vel összekötve, e három szakaszból derékszögű háromszög szerkeszthető.

17. Egy 60°-os szög egyik szárán elhelyezkedő A, ill. A1 pontnak a szög csúcsától való távolsága p, ill. 2q; a másik száron elhelyezkedő B, ill. B1 pontnak a csúcstól való távolsága pedig q, ill. 2p. Az A1B1 távolság felezőpontja C. Bizonyítsuk be, hogy az ABC háromszög szabályos.

18. Az ABC háromszög AB és AC oldalai fölé (kifelé) az AC1C2B és AB1B2C négyzeteket rajzoljuk. Bizonyítsuk be, hogy a/ a C1B1 szakasz a háromszög egyik súlyvonalának kétszerese; b/ B2C2 szakasz felezőpontja a BC átmérőjű körön fekszik.

19. Szerkesztendő derékszögű háromszög, ha adott a c átfogó, és tudjuk, hogy az átfogóhoz tartozó súlyvonal mértani közepe a két befogónak.
20. Az ABC háromszög M magasságpontjának az oldalakra vonatkozó tükörképei rendre M1, M2, M3. Bizonyítsuk be, hogy az M1M2M3 háromszög és az alapháromszög oldalainak metszéspontjaiból alkotott konvex hatszög szemközti csúcsait összekötő átlók az M ponton mennek át.

21. Az ABCD négyszög AB, BC, CD, DA oldalának a kezdőponthoz közelebbi harmadolópontja legyen rendre P, Q, R, S. Bizonyítsuk be, hogy az AC és BD átlók felezőpontját összekötő szakasz háromszor akkora, mint a PR és QS átlók felezőpontját összekötő szakasz.

22. Az MAB egyenlő szárú háromszög M csúcsán át két egyenes megy át, u és v. Az A pontból u-ra, a B-ből v-re bocsátott merőlegesek metszéspontja W. Az A-ból MA-ra bocsátott merőleges messe u-t U-ban, a B-ből MB-re állított merőleges messe v-t V-ben. Bizonyítsuk be, hogy UV merőleges MW-re.

23. Egy hegyesszögű háromszög egyik a oldala mint átmérő fölé kört rajzolunk, és ehhez a b és c oldallal vett metszéspontban érintőt húzunk. Bizonyítsuk be, hogy a két érintő metszéspontja az A csúcsból kiinduló magasságvonalon van.

24. Mekkora lehet annak a paralelogrammának a területe, amelyik benne van egy egységnyi területű háromszögben?

25. Mekkora lehet annak a háromszögnek a területe, amelyik benne van egy egységnyi területű paralelogrammában?

26. Négy adott szakasz kezdőpontja közös. A szakaszok milyen (egy síkban való) elhelyezése esetén lesz a végpontjaikkal mint csúcsokkal meghatározott négyszög területe a legnagyobb?

27. Az ABC hegyesszögű háromszög B és C csúcsában az AB, ill. az AC oldalra emelt merőlegesek metszéspontja P. P-nek a BC szakaszon levő (merőleges) vetülete Q. Bizonyítsuk be, hogy a Q ponton átmenő, BC-től különböző egyeneseknek a BAC szög szárai közé eső szakasza nagyobb BC-nél.

28. Adott egy kör és a kör belsejében fekvő P pont. Tekintsük a kör egy félkörnél kisebb AB ívét, és jelöljük ennek felezőpontját F-fel. Bizonyítsuk be, hogy ha PA < PB, akkor APF szög nagyobb, mint az FPB szög.

29. Hegyesszögű háromszögbe négyzetet írunk, melynek két csúcsa az egyik oldalon, egy-egy csúcsa a további oldalakon van. Bizonyítsuk be, hogy a négyzet tartalmazza a háromszög beírt körének középpontját.

30. Bizonyítsuk be, hogy minden tetraédernek van olyan csúcspontja, amelybe futó élekkel mint oldalakkal háromszöget lehet szerkeszteni.

31. Bizonyítsuk be, hogy egy szabályos tetraéder köré írt gömb középpontja és a csúcsok közötti távolságok összege kisebb, mint a tér bármely más pontjából a tetraéder csúcspontjaiba vezető távolságok összege.

32. Határozzuk meg azokat a trapézokat, melyek területfelező húrja a trapéz kerületét is felezi.

33. Adott egy egyenlő szárú trapéz szárának hossza, átlóinak metszéspontja és a köré írt kör. Szerkesztendő a trapéz.

34. Az ABCD konvex négyszögben BC = CD. Adottak az AB és AD oldalak, továbbá a B és D csúcsnál levő szögek. Szerkesztendő a négyszög.

35. Adott a síkban az A és B pont. Hol kell felvenni a síkban a C pontot, hogy a CA távolság 2.6-szerese legyen a CB távolságnak, és a BAC szög a lehető legnagyobb legyen?

36. Az ABCD négyzet belsejében levő P pontnak az A, B, C csúcsoktól való távolsága rendre 2, 3, 4. a) Mennyi a négyzet területe?
b) Szerkesztendő a négyzet.

37. Adott egy kör, kerületén egy A pont és belsejében egy O pont. Szerkesztendő a kör kerületén a B és C pont úgy, hogy az ABC háromszögbe írt kör középpontja az adott O pont legyen.
38. Bizonyítsuk be, hogy bármely háromszögben 
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39. Mennyi a konkáv n-szög belső szögeinek az összege?

40. Egy e egyenes az ABC háromszög kerületét és területét is felezi. Bizonyítsuk be, hogy e átmegy a háromszög beírt körének a középpontján.

41. Szerkesztendő csak körző segítségével egy adott szakasz huszadrésze.
42. Bizonyítsuk be, hogy ha az ABC háromszögben ( > (, akkor fa < fb.
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